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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird die Existenz gradoptimierter polynomialer Schauder-Basen fiir den
Raum C[—1, 1] mit Jacobi-Orthogonalitét bewiesen. Der Begriff der Schauder-Basis wird
zunéchst fiir allgemeine Banach-Rdume (wir beschrénken uns auf reelle Banach-Réume,
d.h. auf Banach-Raume, mit reellem Skalarenkorper) definiert: Eine Folge (f)nen, von
Elementen eines Banach-Raumes (X, || - ||x) heift eine Schauder-Basis von X, wenn fiir
alle f € X eine eindeutig bestimmte Folge reeller Zahlen (¢, (f))nen, € R existiert, so
dass gilt

[ = ch(f>fn= (1.1)

n=0

wobei diese Reihe in der Norm von X konvergiert, d.h. (1.1) dquivalent ist zu

lim [If =) () fillx =0. (1.2)

J=0

In dieser Arbeit wird der klassische Banach-Raum (C[—1,1],| - [|«) (kurz: C[—1,1]) be-
trachtet, d.h. der Raum aller auf [—1, 1] stetigen Funktionen versehen mit der Supremums-
norm ||-||x = || |lec (zur allgemeinen Theorie der Schauder-Basen fiir beliebige Banachréu-
me vgl. [29, Kap. 4]). Eine polynomiale Schauder-Basis ist dann eine Schauder-Basis, deren
Elemente aus Polynomen besteht. Ferner: Orthogonal beziiglich eines Gewichts w heilen
Funktionen f,¢g € C[]—1,1], die orthogonal beziiglich des gewichteten Skalarproduktes
(f,q9) = f_ll f(z)g(x)w(z)dx sind. Jacobi-Orthogonalitat ist Orthogonalitiat beziiglich des
Jacobi-Gewichts w, g mit o, 5 > —% und

(2) (1—2)¥(1+2)? firalle —1<z<1,
wa () =
7 0 sonst.

Schliefslich: Fiir Polynome p bezeichne grad p den Grad des Polynoms p. Eine Folge von
Polynomen (p;,)nen, heift gradoptimiert (zu € > 0) bzw. von minimalem Grad, wenn fiir
alle n € N gilt

grad p, < (14 ¢)n. (1.3)

Als Hauptresultat dieser Arbeit erhédlt man den
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Hauptsatz 1.1 Fir alle € > 0 und alle o, > —% mit max{c, 5} > —% gibt es eine
Folge von Polynomen (pa.gn)nen,s S0 dass

—_

1
/ P (t)Pevs,m (E)wa ()t = 61,
~1

2. grad pagn <n(l+¢)  fir alle n € Ny,
lim || f — Sufllee =0  fiir alle f € C[—1,1],

4. ||Snllcme < cgm2max{afi—1

wobei Sy, f(x) = Z?:o ¢i(f)pap (x) mit c;(f) == f_ll Pap,i () f(t)wa,p(t)dt gesetzt wird.

Eine Hauptschwierigkeit beim Beweis dieses Satzes ist die Konstruktion einer gradopti-
mierten orthogonalen Polynomfolge: Beispiele von Basen fiir den Raum (C[—1, 1], || - ||o0)
wurden bereits 1928 von Schauder selbst in [40] konkret angegeben. Ebenso sind Bei-
spiele fiir polynomiale Schauder-Basen wie auch orthogonale Systeme von Funktionen auf
kompakten Teilintervallen von R, so dass jede stetige Funktion auf diesem kompakten Teil-
intervall in eine gegen diese Funktion gleichméfig konvergierende Fourier-Reihe beziiglich
dieses Systems entwickelt werden kann, schon linger bekannt: So konstruierte Haar be-
reits 1910 in [19] mit dem nach ihm benannten Haar-System ein System orthogonaler, aber
nicht stetiger Funktionen und Franklin konstruierte 1928 in [14] ein System orthogonaler,
stetiger stiickweise linearer Funktionen, das sogenannte Franklin-System, mit der entspre-
chenden Eigenschaft. Als ungleich schwieriger sollte sich allerdings die Frage herausstellen,
welches minimale Gradwachstum Polynomfolgen haben miissen, die eine Schauder-Basis in
C[—1, 1] sind. Bereits 1914 konnte Faber in [10] zeigen, dass es keine Folge von Polynomen
(Pn)nen, mit grad p, = n geben kann, die eine Basis auf C[—1, 1] bildet. Nach vielen An-
sitzen verschiedener Autoren (siche [47] fiir einen geschichtlichen Abriss) gelang der ent-
scheidende Durchbruch in der Untersuchung gradoptimierter Schauder-Basen erst vor ca.
20 Jahren. Zentrale Ausgangspunkte sind hier zwei Arbeiten von Privalov aus den Jahren
1987 und 1990: In [36] zeigte Privalov, dass es fiir jede polynomiale Schauderbasis (py, )nen,
in C[—1, 1] (orthogonal oder nicht) ein ¢ > 0 gibt, so dass max;<, grad p; > (1 + ¢)n fiir
alle hinreichend grofen n gilt. Die weiterfiihrende Frage, ob das Ergebnis von [36] optimal
ist, wurde wieder von Privalov in [37]| beantwortet: Hier bewies er, dass es zu jedem € > 0
eine (nicht-orthogonale) gradoptimierte polynomiale Schauderbasis (p,)nen, fir C[—1,1]
gibt, d.h. eine polynomiale Basis mit grad p,, < (1+¢)n fiir alle hinreichend grofen n € N.
Genau genommen bewies Privalov eine entsprechende Behauptung fiir trigonometrische
Polynome und deutete lediglich an, wie durch geringfiigige Veranderungen dieses Beweises
ein enstprechendes Resultat auch auf den algebraischen Fall tibertragbar wird (vgl. [27,
Kap. 5]). Seither haben sich viele Autoren mit diesem Thema beschiftigt (vgl. z.B. Offin
und Oskolkov in [32], Privalov in [38] und Ul‘yanov in [46]). Vor dem Hintergrund dieser
Ergebnisse wurde die bereits von Ul‘yanov in [45| gestellte Frage nach der Konstruierbar-
keit einer gradoptimierten polynomialen Schauder-Basis mit zusatzlicher Orthogonalitat
beziiglich eines gegebenen Gewichts in Angriff genommen: Fiir den trigonometrischen Fall
Cyr gelang die Losung 1994 durch Lorentz und Sahakian in [28], fiir den algebraischen Fall
C[—1,1] mit dem Tchebyscheff-Gewicht erster Art wy(z) := 2(1 — 22)72 1996 durch Kil-
gore, Prestin und Selig in [22|. Fiir alle vier Tchebyscheff-Gewichte, d.h. fiir die Gewichte

1 1
n(e) = 21 =) h wnle) = 20—t (o) = 3 ((2) " wnd o) = 2 (1)




wobei w; das i-te Tchebyscheff-Gewicht bezeichnet, konnte ein entsprechendes Resultat
im Jahr 2000 durch Girgensohn in [17] bewiesen werden. Im Jahr 2001 gelang es Skopina,
in [42] dann auch, das Problem im Legendre-Fall, d.h. fiir das Legendre-Gewicht w(z) = 1
zu 16sen. Im Jahr 2003 schlieflich konnte Khabiboulline in [20] auch fir C[—1,1] verse-
hen mit einem verallgemeinerten Tchebyscheff-Gewicht (dem Tchebyscheff-Gewicht 1. Art
multipliziert mit einer analytischen Funktion) eine entsprechende Basis angeben. In dieser
Arbeit soll nun die bisher offene Vermutung (vgl. [17, Kap. 4, S. 60]) bewiesen werden,
dass dhnliche Konstruktionen auch fiir beliebige Jacobi-Gewichte mdglich sind.

Es folgt eine kurze Beschreibung der wichtigsten Schritte, die zum Beweis des Hauptsat-
zes 1.1 fithren. Die Resultate in [22], [17] und [42] beruhen ganz wesentlich auf Methoden

aus der Wavelet-Theorie; sie motivieren die Betrachtung gewisser Polynome 1/1,&N’M) und
,(gN’M) mit
2M <
N,M _1 a, .
YN pp-3 9(57) cos((3M + $)0R)p\,  fir k= 0,..,2M =1 (1.4)
s=—2M

und

SN g (Ep? 4 g (k) - fiie k=0, N — 1, L5

¥ pg\?"ﬁ ) fir k = N,

wobei g : R — R und ¢* : R — R gewisse stetige Funktion sind, fiir die insbeson-
dere supp g C [-2,2], supp ¢* € [-2,2] und ¢(0) = 1 = ¢*(0) ist und 6 := Zf—]\t[lﬂ'

gesetzt wird. Wie sich aus den @Z),(CN’M) zusammen mit den orthonormierten klassischen

Jacobi-Polynomen pf{l’ﬁ ) eine gradoptimierte und (beziiglich w, g) orthonormierte Folge

von Polynomen (p, g )nen, konstruieren ldsst, wurde fiir eine allgemeinere Klasse von
Borel-Mafen p bereits in [17] gezeigt. Diese Konstruktion wird fiir den hier zu fithren-
den Beweis iibernommen. Die verbleibende Hauptschwierigkeit zum Beweis der Schauder-
Basis-Eigenschaft besteht nun darin, die gleichméfige Beschranktheit gewisser Lebesgue-
Konstanten LN-M) der w,iN’M), die durch

1 2M-1
LM — gup / ‘ Z ¢,(€N’M)(cos s)w,gN’M)(cost) Wa 5(t) sintdt (1.6)

sel0,m] J—1 =0
definiert werden, nachzuweisen (das Vorgehen im Fall der @,&N’M) ist dann ganz dhnlich).
Ahnlich wie in [17] nutzt man dazu die strukurelle Nihe der Basisfunktionen Q,D,iN’M)
zu verallgemeinerten Dirichlet-Kernen der Form K, (t) = S22 g(%)e* aus, d.h. man

fiihrt die Jacobi-Polynome auf trigonometrische Funktionen zuriick, aus deren Zusam-
menfassung sich dann solche verallgemeinerten Kernfunktionen ergeben. Fiir die weitere
Argumentation wesentlich sind die Lokalisierungseigenschaften dieser Kerne: Erfiillt die
Funktion g bestimmte Glattheits- und Symmetriebedingungen, so ergibt sich mit Argu-
menten aus der Fourier-Analysis die Abschidtzung

| K (1) < egm fir alle [¢t| <, (1.7)

(1 +nlt)”
wobei ¢, > 0 eine nur von g und n abhdngige Konstante ist und r die Differenzier-
barkeitsordnung von ¢ bezeichnet. Im Unterschied zu den Tchebyscheff-Polynomen, die
sich verhéltnisméafig einfach auf trigonometrische Funktionen zuriickfithren lassen, fiir
die also die Konstruktion der @Z),(CN’M geradezu mafigeschneidert ist, bestehen zwischen



Jacobi-Polynomen und trigonometrischen Funktionen in der Regel erheblich komplizier-
tere Zusammenhénge. Die wesentliche Idee besteht nun darin, das Integrationsintervall in
(1.6) in Abhéngigkeit von s in mehrere Teilintervalle aufzuteilen und auf jedem Teilinter-

M)

vall verschiedene Abschitzungen fiir die w,(gN’ geeignet zu kombinieren.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im 2. Kapitel werden die der Arbeit zugrundeliegen-
de Terminologie und Notation eingefiihrt, und es werden die benotigten mathematischen
Grundlagen aus der Approximationstheorie, der Fourier-Analysis, der Theorie orthogo-
naler Polynome und gewisser spezieller Funktionen - in der Regel ohne Beweis - refe-
riert. Eine wichtige Ausnahme bildet die Herleitung gewisser Integraldarstellungen von
Jacobi-Polynomen. Beziiglich dieser Integraldarstellungen haben sich im Verlauf der letz-
ten Jahrzehnte einige Inkonsistenzen eingestellt, die durch eine detailierte Beweisfithrung
allerdings zu beheben sind. Im 3. Kapitel werden die in dieser Arbeit bendtigten Resul-
tate aus [17, Kap.4.1, 4.2, teilweise aber ausfiihrlicher als dort, referiert: In Kapitel 3.1
wird zunéchst der allgemeine Ansatz beschrieben, wie mit Methoden der Wavelet-Theorie
fiir eine allgemeine Klasse von Borel-Mafen g polynomiale Riume V) W0 C C[—1,1]
(j € Ny) konstruiert werden kénnen, aus denen sich eine Folge (p,.n)nen, von Polyno-
men auswahlen lésst, die eine gradoptimierte Schauder-Basis mit pu-Orthogonalitét fiir
C[~1,1] bildet. In Kapitel 3.2 werden sodann umfassendere Klassen von Raumen V),
WWN) (N M € N, N > 3M) definiert, und es werden Bedingungen fiir die Orthogo-
nalitét ihrer Basisfunktionen gplgM’N) und @Z),(CM’N) hergeleitet. Im 4. und 5. Kapitel wird
die zentrale Schwierigkeit im Beweis von Hauptsatz 1.1 gel('jst Es wird die gleichméfige
Beschrinktheit der Lebesgue-Konstanten der Réume W®W-M) (4, Kapitel) und VM) (5,
Kapitel) bewiesen. Im 6. Kapitel wird schlieklich wieder die Strategie aus |17, Kap. 4.4]
aufgegriffen: Hier werden die Ergebnisse der vorangegangenen drei Kapiteln zusammen-
gefiihrt und es wird gezelgt Wle aus den Raumen WW-M /(MM die Raume VO, W)
bzw. die Basisfunktionen gpk ,wk so ausgewahlt werden konnen dass eine gradoptlmlerte
polynomiale Schauder-Basis fiir C[—1, 1] mit Jacobi-Orthogonalitit entsteht.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. J. Prestin fiir seine ausgezeichnete Betreuung. Er hat
mich als "Quereinsteiger" in seine Arbeitsgruppe aufgenommen und in das faszinierende
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er immer wieder Zeit flir aufschlufsreiche und motivierende Gespréache in einer mensch-
lich sehr angenehmen Atmosphére gefunden. Mein Dank gilt auch Herrn Prof. Dr. G.
Schmeifser, der die Miihen auf sich genommen hat, eine noch sehr fehlertrachtige, vorlau-
fige Version der Arbeit zu lesen und durch viele wertvolle Hinweise zu ihrer Verbesserung
beizutragen. Bedanken mochte ich mich auch bei Dr. F. Filbir fiir eine Einladung nach
Miinchen an das Helmholtz-Institut und fiir mehrere sehr anregende Gespriche, die mei-
nen mathematischen Horizont stark erweitert und das Verstdndnis meines Themas vertieft
haben. Fiir sein Interesse an meinem Thema und seine anregenden Fragen bei einem Auf-
enthalt in Liibeck bedanke ich mich auch bei Prof. Dr. H. N. Mhaskar. Nicht zuletzt gilt
mein Dank auch Herrn OStD F. U. Bahr vom Stadtischen Gymnasium Bad Segeberg.
Durch sein Verstandnis und seine Grofziigigkeit mir gegeniiber war so mancher Tagungs-
besuch auch wéhrend des laufenden Schulbetriebs moglich. Durch ihr Verstandnis und ihre
Geduld wéhrend der letzten Jahre hat meine liebe Frau Ann-Katrin ganz wesentlich zum
Gelingen dieser Arbeit beigetragen. Sie hat so manchen mathematischen und seelischen
"Zusammenbruch" in den letzten Jahren aufgefangen und ertragen. Dafiir danke ich Thr
von ganzem Herzen.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Schreibweisen

Mit C, R, Z und N bezeichnet man die Menge der komplexen, reellen, ganzen und natiir-
lichen Zahlen und mit C(R) bzw. C.(R) die Menge der auf ganz R stetigen reellwertigen
Funktionen bzw. die Menge der auf ganz R stetigen reellwertigen Funktionen mit kom-
paktem Triiger. Fiir k € N ist C*(R) bzw. C¥(R) die Menge aller k mal stetig differenzier-
baren Funktionen auf R bzw. die Menge aller k£ mal stetig differenzierbaren Funktionen
auf R mit kompaktem Tréger. Insbesondere fiir & = 0 definiert man C°(R) = C(R) bzw.
COY(R) = C.(R). Mit (C[—-1,1],|| - ||so) bezeichnet man den durch die Supremumsnorm
normierten Raum der auf [—1, 1] stetigen reellwertigen Funktionen. Es seien j € N und
f:D CR — R eine j mal differenzierbare Funktion, dann bezeichnet man mit f @) bzw.
% f(z) die j-te Ableitung von f. Insbesondere fiir j = 0 definiert man f© := f. Mit
suppf :={x € R: f(x) # 0} bezeichnet man den Trager einer Funktion f : R — R.

Ist z eine komplexe Zahl, dann sind Rz, Sz und |z| ihr Realteil, ihr Imaginérteil bzw. ihr
Betrag. Unter Polynomen (in x) versteht man Funktionen der Form

p(z) = co + 1o + cpx® + - -+ ™ (2.1)

mit beliebigen (komplexen oder reellen) Koeffizienten ¢, ¢y, - - - , ¢, wobei die grofste na-
tiirliche Zahl m € Ny mit ¢, # 0 der Grad des Polynoms genannt wird, und man schreibt

grad p = m.

Mit 1T, (k € Ny) bezeichnet man die Menge aller Polynome ¢ mit grad ¢ < k. Trigonome-
trische Polynome in # sind Funktionen der Form

g(0) = ag+ ay cos@ + by sinh + - - - + a,, cosmb + by, sinmo (2.2)

mit beliebigen komplexen Koeffizienten ag, ay,- -« , am, b1, -+ , by, Die grofte natiirliche
Zahl m € Ny mit |a,,| + |b,n] > 0 nennt man den Grad von g.
Wie iiblich definiert man das Kronecker-Symbol 4,, ,,, durch

5 1 fiir n =m,
P00 firn#m
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(n,m € Np). Fiir eine gegebene Folge (a,),cn, oder Funktion a : R — R definiert man
den Differenzen-Operator A durch

Aa, = A'a, = ayq —a, und  AFa, = A(Ak_lay) fir £ € N mit £ > 2, bzw.
Aa(u) = Ala(u) = a(u + 1) — a(u) und AFa(u) = A(A*ta(u)) fir k € N mit & > 2.
(2.3)

In dieser Arbeit sollen Konstanten Grofen sein, die immer unabhéingig vom Index der
betrachteten orthogonalen Polynome sind. Einige Konstanten hdngen von gewissen Para-
metern ab: ¢,, c(«, 3,1), ¢y, dy, .... Diese werden manchmal angegeben, aber nicht immer.
Gleiche Konstantenbezeichnungen konnen fiir verschiedene Werte in verschiedenen For-
meln stehen, sogar innerhalb einer Formel.

2.2 Funktionen-Raume, Skalarprodukte und Orthogo-
nalitat

Mit A wird das Lebesgue-Maf auf R und mit dA\(z) = dz die entsprechende Distribution
bezeichnet. Alle sonstigen in dieser Arbeit auftretenden Mafe p (und ihre Distributionen
du(x)) seien stets positive, endliche Borel-Mafe, deren Tréger supp u = [—1, 1] ist und de-
ren Momente [, |z[*du(z) fiir alle n = 0,1, ... existieren und endlich sind. Fiir y-messbare
(reelle) Funktionen f : [—1,1] — R schreibt man

: L
ot = [l = 4 WS PO} fir 1 <o < oo,
pi-ess sup,e_q 7 f(t)]  fiir p = oo.

Ferner definiert man fiir alle 1 < p < o0
LP[-1,1] := {f, f ist p-messbar und [ fllzz < 0o},

wobei zwei Funktionen als gleich betrachtet werden, wenn sie u-fast-iiberall identisch sind.
Ist p das Lebesgue-Mak auf [—1, 1], so verzichtet man auf den Index p und schreibt z.B.
L,[=1,1] = L'[=1,1] = L" bzw. || f||z = || fllz»- Besitzt ein Mak y eine Gewichtsfunktion,
also eine nicht-negative Funktion w, : R — R mit du(z) = w,(z)dz, dann schreibt man
fiir alle 1 < p < oo auch

L7 [=1,1] = Lj[-1,1] == L.

Fiir den Torus T := [—7; 7] definiert man

™

v@wﬁﬂwacwmmm:/Nﬂma<w}

—T

und
o

L'R):={f:R—C: I fllzrw) ::/ |f(t)]dt < oo}

—00
Funktionen auf T werden stillschweigend mit ihren 27-periodischen Erweiterungen auf R

identifiziert, so dass Behauptungen wie f € C(T) bedeuten, dass f stetig auf T ist und
auf R 27-periodisch und stetig fortgesetzt werden kann.
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Das Skalarprodukt beziiglich eines Mafes p zweier reeller Funktionen f, g € Li[—l, 1]
wird definiert durch

(f.g) = / J@gla)du(o)

Man nennt f orthogonal zu g beziiglich u bzw. du(z), wenn die Relation (f,g) = 0
erfiillt ist. Eine Menge (pp)nen, von Funktionen p,, : [—1,1] — R heifst Orthogonalsystem
beziiglich pv (bzw. du(x)), wenn gilt

1
/ ()P ()dp(z) = 0 fiir alle m,n € Ny mit n # m
-1

und Orthonormalsystem beziiglich p (bzw. du(z)), wenn zusétzlich

1
/ () pm(x)du(x) = §pm fir alle m,n € Ny

1

ist. Handelt es sich bei den p, um Polynome, so spricht man von einem polynomialen
Orthogonalsystem bzw. Orthonormalsystem beziiglich p (bzw. du(z)). Im Spezialfall

du(z) = w,(x)de,

wobei w,, eine nicht-negative, Lebesgue-messbare Funktion mit fjl wy(z)dx > 0ist, spricht
man auch von einem Orthogonal- bzw. Orthonormalsystem beziiglich der Gewichtsfunk-
tion bzw. des Gewichts w,,.

2.3 Asymptotische Approximationen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Schreibweisen, Definitionen und Sétze iiber
asymptotische Approximationen und Entwicklungen von Funktionen zusammengestellt.

Definition 2.1 Es seien €2 eine Menge reeller oder komplexer Zahlen und zy ein Hdu-
fungspunkt von Q. Es seien ferner f(z) und g(z) zwei auf Q definierte Funktionen. Dann
schreibt man

f(z) = O(9(2)) fiir z — 2z

genau dann, wenn es eine Konstante K > 0 und eine Umgebung U von zy gibt mit

|f(2)] < Klg(2)| fir alle z € QN U.

Definition 2.2 FEs sei f(z) eine auf einer unbeschrankten Menge reeller oder komple-
xer Zahlen definierte Funktion. Die nicht notwendigerweise konvergierende Potenzreihe
Yoo ganz” "™ heifit Asymptotik zur Funktion f(z), wenn fir alle N € Ny

N
f(z)= Z anz "+ Oz V) fiir 2 — 0o
n=0

gilt. Man schreibt dann

o0

f(z) ~ Z anz" " flir z — oc.

n=0
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Im néchsten Satz werden einige algebraische Eigenschaften asymptotischer Entwicklungen
zusammengestellt.

Satz 2.3 Es seien f(z) und g(z) zwei auf einer unbeschrankten Menge Q reeller oder
komplezer Zahlen definierte Funktionen mit f(z) ~ > "% janz" und g(z) ~ > > jbyz™"
fiir z — oo. Dann gilt

1.

[e.9]

af(z)+ Pg(z) ~ Z(aan + Bby)z"" fiir z — oo in (2.4)

n=0

und alle reellen oder komplexen Zahlen «, (3,

2.
f(2)g(z) ~ Z cn2” " fiir z — 00 in €, (2.5)
n=0
wobei ¢, =Y v asby_s ist,
3.
1 o0
— = dpz™" fiir z — oo in (), 2.6
o~ (26)

wobetr die d,, rekursiv bestimmt werden durch

aodo =1 und a,odk = —(aldk_l + agdk_g + -+ akdo) fUT k = 1, 2, e . (27)

Beweis: Siche [33, Kap. 1, §7]. |

2.4 Die Gamma-Funktion

Definition 2.4 Fir alle z € C\{0,—1,—2,...} definiert man die Gamma-Funktion I'(z)
durch

11.2—1
['(z) = lim L,
k—o0 (Z + 1)k

wobei man (a)o := 1 fir a € C sowie (a), =ala+1)---(a+n—1) fira € Cundn €N
setzt.

Einige grundlegende Eigenschaften der I'-Funktion werden zusammengefasst in folgendem

Satz 2.5 1. Die Funktion T'(z) ist meromorph auf z € C\{0, -1, -2, ...}.
2. Fir z € C mit R(z) > 0 lasst sich I'(2) als Euler-Integral der 2. Art darstellen durch

['(z) = / e f*7ldt.
0
3. Fir alle z € C\{0, -1, -2, ...} gilt

[(z+41) = 2I'(2).
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Beweis: Siehe [12, Kap. 7, §5]. |

Fiir die Quotienten zweier Gamma-Funktionen FEZiZ) und ihre k-ten Ableitungen lassen

sich verschiedene asymptotische Entwicklungen angeben. Dazu benotigt man zunéchst die

Definition 2.6 Fir [,a € R definiert man die verallgemeinerten Bernoulli-Polynome
Bg)(a) durch ihre erzeugende Funktion

o0 TL

Z BY( fur |t] < 2. (2.8)

n=0

tl at

Schon an dieser Stelle sei auf eine wichtige Eigenschaft der verallgemeinerten Bernoulli-
Polynome hingewiesen.

Bemerkung 2.7 Fiir alle o, € R st
B (a) =1. (2.9)

Beweis: Siche [33, Kap. 4, §5]. |

Satz 2.8 1. Fir a € R gilt

2. Fir alle a,b,z € C mit R(b—a) >0 und R(z+ a) > 0 ist

F Z+CL e n F(b—a+n> 1
~ "o 2.11
z+b nz nl T(b—a) zb-otn ( )
fiir |2] — oo in |arg(z)| <7 —0 <7, wobei 0 :=a —b+ 1 gesetzt wird.
3. Fir alle k € Ny und alle a,b,t e R mitb >a >0, 0:=a—0+1 undt >0 gilt
d* T'(t +a) ko), L(b—a+k) 1
I 1 ) fii . 2.12
dt* F(t+b) ( ) 0 (a) F(b— a) tbfaJrk( —l—O(t )) fiirt — oo ( )

Beweis: Zu 1. siehe [34, Kap. 1.2, Lemma 2.19|. Zu 2. siehe [33, Kap. 4, §5|. Zu 3. siehe
[35, Lemma 2.2]. |

2.5 Die Bessel-Funktion

Definition 2.9 Fir z,«a € C definiert man die Bessel-Funktion (erster Art der Ordnung
«) durch

Ja(Z) _ Z (_1)V(Z/2>a+ i

—~VIl(v+a+1)’

wobei im Fall o € Z~ die Terme (T'(v + o+ 1)) ™" fiir alle v € Ny mit v+a+1 < 0 durch
0 ersetzt werden.
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Im folgenden Lemma werden einige niitzliche Eigenschaften der Bessel-Funktion zusam-
mengestellt.

Lemma 2.10 1. Die Funktion J,(z) ist als Funktion in o holomorph auf C.

2. Fira= :I:% gilt
Jy(2) = ) 2 sinz wnd J_y (2) = 1/ = (2.13)
1l 2) = —SIn z un 1(2) = — COS Z. .
2 mZ 2 mZ

3. Die Funktion J,(z) ist als Funktion in z holomorph auf der entlang der negativen reellen
Achse geschlitzten Ebene C\R™, und es gilt fir alle « € C und alle z € C\R~

ady(2) + 2J0(2) = 2Jo—1(2) und — aJy(2) + 2J.(2) = —2Jas1(2). (2.14)
Beweis: Siehe |2, Kap. 4.5, 4.6]. |
Eine fiir die Beweisfiihrung dieser Arbeit besonders wichtige Asymptotik liefert der

Satz 2.11 Es seien § >0, o € C und z € C mit |arg(z)| < m —§. Dann gilt

Ja(z) ~ (%) ’ (cos (z - %om — iw) {2(—1)”A2”2£a)}

— sin (z - %onr - iw) {i(_l)%ﬂ%} )

v=0

N

fiir z — oo im Sektor |arg(z)| < m — 6, wobei

(4a? — 1%)(4a? — 3?%) -+ - (4o — (21 — 1)?)
vI8Y

A(a) =

und 22 = exp(3 log z) fir |S(logz)| <7 — 4 gesetzt wird.
Beweis: Siehe [33, Kap. 4, §9] oder |2, Kap. 4.8]. |
Wir verwenden Satz 2.11 in folgender Variante:

Korollar 2.12 Fir alle n € N und alle reellen Zahlen x > 1 ist

Tu(z) = \/%Z(—1)VA,,<@)C°S -Gre+v)y) o0 (2.15)

xl/

wobet
~ 1
0(@)] < Camr™ "2 fiir alle v > 1 (2.16)

18t.
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Beweis: Wegen

> ~J (=12 cos (z— (3 +a)F) fiir v gerade,
(=1~ 5 +a)3

sin (z — (3 + )%) fiir v ungerade
ist Korollar 2.12 eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 2.11. |

Bemerkung 2.13 Nach (2.14) und Korollar 2.12 existieren ausschlieflich von o abhdn-
gige Konstanten cy,co > 0, so dass fir alle reellen Zahlen x > 1 gilt

1 1
a(@)| < 1= and |T,(@)] < e

v NG (2.17)

2.6 Die Hypergeometrischen Funktionen

Um die Lebesgue-Konstanten fiir die Schauderbasis abzuschétzen, fithrt man die Jacobi-
Polynome auf trigonometrische Polynome zuriick. Dabei treten hypergeometrische Funk-
tionen auf, deren Verhalten beziiglich der || - ||oo-Normen auf Teilintervallen und insbeson-
dere am Rand von [—1, 1] genau zu untersuchen ist. Hierzu werden wir die grundlegenden
Resultate von [15] und [35] neu kombinieren und angewenden. Im Sinne groftmoglicher
Vollstéandigkeit und Nachvollziehbarkeit der Argumentation werden zunéchst die wichtigs-
ten Fakten tiber hypergeometrische Reihen und Funktionen zusammengestellt.

Definition 2.14 Fir ay,...,a,,b1,....,b,2 € C mit b € C\{0,—1,-2,...} (i =1,...,q)
definiert man die hypergeometrische Reihe durch

agy ..y @  (@)n - (ap)n 2"
F p. = —.
Lo (bl, ...,bq7w> Z (bl)n T (bq>n n!

Bemerkung 2.15 FEs seien by,....,b, € C\{0,—1,-2....}, ay,...,a, € C, wobei a,, = —n
fir einm € {1,...,p} und ein n € Ny ist. Dann ist

ap,...,a > (@1)p -+~ (ap)n 2™
F p. — R
p=a (bl,...,bq’x) Z (b1)n - - - (by)n 7!

ein fir alle v € C definiertes Polynom mat

grad ,F, (Cgi’ :::’Z:’;x) <n+1.

In der vorliegenden Arbeit wird nur der Spezialfall
2 F1 (a,cb; x) 1=y Fi(a,b;¢;7)
mit a,b € C und ¢ € C\{0, —1, -2, ...} betrachtet. Das Konvergenzverhalten dieser Reihe

fir x € C mit |z|] < 1 ist fiir die Argumentation in dieser Arbeit von zentraler Bedeutung.
Eine erste allgemeine Aussage dazu macht der
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Satz 2.16 1. Es seien ay,...,a, € C, by,...,0, € C\{0,—1,-2,...} und p < q. Dann ist

die Rethe ,F, <C;)1’ o Zp;
15 -+ Og

2. Es seien ay, ...,a, € C, by,...,b, € C\{0,—1,—-2,...} und p=q+ 1. Dann ist die Reihe

x| fir alle x € C absolut konvergent.

oFy (621, o Zp; a:) fir alle x € C mit || < 1 absolut konvergent.
1 --5 Oqg

3. Es seien ay, ...,a, € C, by, ....;b, € C\{0,—1, -2, ...} und p > q+ 1. Dann divergiert die

Reihe ,F, (Cgl’ ""Zp;x) fir alle x € C mit x # 0.
15 --5 Og

Beweis: Siehe [2, Satz 2.1.1]. |

Der nachfolgende Satz beschreibt das Konvergenzverhalten fiir hypergeometrische Reihen
pFy mit p=¢+ 1 in den Punkten x € C mit |z| = 1.

Satz 2.17 1. Es seien ay, ...,a, € C, by, ...,0, € C\{0,—1,—-2, ...}, p=q+1 und R(D>_ b;—

Y- a;) > 0. Dann ist die Reihe ,41F; (a}), ""agﬂ;x) fir alle x € C mit |x| = 1 absolut
1y -+-5 Og
konvergent.

2. Es seien ay, ...,a, € C, by, ...,b, € C\{0,—1,-2,..}, p=q+1 und 0 > R(>_b;—>  a;) >

—1. Dann ist die Reihe 411 F, <a})’ o alq)H; :1:) fiir alle x € C mit |x| = 1 und x # 1 bedingt
15 -5 Oq

konvergent.
3. Es seien ay, ...,a, € C, by, ....;b, € C\{0,—1,-2,...}, p=qg+1 und R(>_b;—>_ a;) < —1.
ats - Ag+1,

;x| fiir alle x € C mit |z| = 1 divergent.
br, ..., b,

Dann ist die Rethe 411 F, (
Beweis: Siche |2, Satz 2.1.2]. [

Aus Satz 2.17, 2. und 3. folgt zwar, dass 2 Fj(a,b;c;x) fir x = 1 und R(c —a —b) <0 im
Allgemeinen divergiert. Es gilt aber der

Satz 2.18 1. Fir a,b € C und c € C\{0,—1,—-2,...} mit R(c—a—1>b) <0 ist

o1 (a,b;¢0)  T(e)T(a+b—c)

li = 2.18
e A X () 219
2. Fir a,be C und ce C\{0,—1,-2,...} mitc=a+b ist
F ; ; r
lim 2 1(&, b, G1+ b, $) _ (Cl + b) . (219>
a=1= log(=) [(a)(b)
Beweis: Siche [2, Satz 2.1.3]. |

Im Fall R(c—a—b) > 0 lasst sich die hypergeometrische Reihe mit der Summationsformel
von Gauss auch in x = 1 auswerten. Es gilt der
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Satz 2.19 Fira,be€ C und c € C\{0,—1,-2,...} mit R(c —a —b) >0 gilt

= (a)n(b)n a,b \ _T(T(c—a—b)
2 (C)pn! 21 ( c ’1) T T(c—a)l(c—b)

n=0

Beweis: Siche [2, Satz 2.2.2]. |

Hypergeometrische Reihen lassen sich analytisch fortsetzen von {z € C: |z| < 1} auf die
geschlitzte Ebene. Genauer gilt der

Satz 2.20 Fir alle a,b € C und c € C\{0, —1, -2, ...} existiert genau eine Funktion, die
sogenannte hypergeometrische Funktion ,F}(a, b; c; z), die aufgefasst als Funktion in
Abhangigkeit von x, analytisch auf C\[1,00) ist, so dass

2Fi(a,b; ;) = oFi(a,b;c;x) fir alle z € C mit |z < 1. (2.20)

Beweis: Siehe [33, Kap. 5, §9.1]. [ |

Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.20 wird im Folgenden nicht mehr zwischen
o F1 und o F unterschieden, d.h. mit o F(a, b; ¢; z) wird sowohl die hypergeometrische Rei-
he als auch die hypergeometrische Funktion bezeichnet.

Fiir die Herleitung der in dieser Arbeit zu verwendenden Formeln vom Dirichlet-Mehler-
Typ bendtigt man zwei, bereits von Pfaff (2.21) bzw. Euler (2.22) bewiesene Transforma-
tionsformeln fiir hypergeometrische Funktionen.

Satz 2.21 Fira,be C, ce C\{0,—1,-2,..} undz € C\ [1,00) gilt
2F1 (aéb, .Cl}) = (1 — Z‘)ia 2F1 (CL, - b, * ) (221)

c r—1

o F (a’ b. x) = (1—2)" ", (C —ac—b g;> . (2.22)

Beweis: Siehe [2, Satz 2.2.5]. |

und

Auferdem benétigt man eine von Erdélyi in [8] bewiesene Verallgemeinerung von Eulers
Integraldarstellung der hypergeometrischen Funktion. Sie ist enthalten in folgendem

Satz 2.22 Fir a,b,c,x,u, A € C mit ¢ # 0,—1,-2,..., x # 1, |arg(l — z)| < 7 und
R(c) > R(pu) > 0 gilt

a,b [(c) /1 _1 1 A—g—b A—a,A\—b
F T = —t (1 —=t) (1 —xt) T o F ’ st
’ 1<C’$> TTe—p Jo | 70T e nA T
X2F1(a+b—A,A—M;(1—t)x)dt_

c— K 1—xat
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Beweis: Siehe |2, Satz 2.2.1]. |

Im néchsten Lemma werden Abschétzungen der hypergeometrischen Funktionen auf ge-
wissen Teilintervallen und insbesondere am Rand von [—1, 1] angegeben. Diese Abschét-
zungen werden spater bendtigt, um die Beschranktheit der Lebesgue-Konstante unserer
Schauder-Basis nachzuweisen. Als Konsequenz aus den Sétzen 2.16, 2.17 und 2.18 erhélt
man das

Lemma 2.23 1. Fir —3 <a <0, 8> -1 und0<0 < ¢ < gilt

a+0+1 a+ 1 cosf — cos ¢
F ; - . 2.2
21( 9 3 9 75+2a 1—COS¢ <0 ( 3)

sup
0<0<op<m

2. Fira>0,>-und0<0<¢<ngilt

2
b—a+1 -« 1 cosf —coso
F ; - — || < 0.
? 1( 2 g Ty 1 —cos¢ >

sup (2.24)

0<<p<n

3. Fira=20, (> —% und 0 < 0 < ¢ < 7 gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass gilt

B-—a+1l f—a 1 cosf — cos¢ 1 —coso
F Bt || < e 2.25
21( 5 2 P T cose )| T T cost (2.25)
4. Fira>—5, > -1und0< ¢ <0< gilt
a+f+1 a+p 1 cos<b—cos€>
Sup__|2F et i ) | <0 2.26
os@ssgng 1( 2 2 2" 14 cos¢ (2.26)

Beweis: Beweis zu (2.23): Wegen 0 < 0 < ¢ < 7w ist 0 < “’ff;—ocso;‘b < 1 und wegen

0>a> —% ist 3+ % — aTJrﬁ — %’GH = —a > 0. Deshalb kann Satz 2.17, 1. angewendet

werden, und mit dem Abelschen Grenzwertsatz (vgl. Satz 2.52) ergibt sich

a+pf+1 a+p 1 cosf — coso
F . ..
2 1( 2 T2 ’ﬂ+2’ 1 —cos¢
1 1
< sup zFl(OHFBJr ,a+ﬁ;ﬁ+—;x) < 00
z€]0,1] 2 2 2

und damit insgesamt (2.23). Analog dazu beweist man (2.24).
Beweis zu (2.25): Zunéchst zeigt man, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

b—a+1 -« 1
F . .
21( 9 9 9 75_{_2’1‘

C

(2.27)

—1—z

fur alle 0 < z < 1 ist.
Beweis zu (2.27): Wegen S+ 5 — % — ’B_Ta = o = 0 existiert nach (2.19) ein 0 < ¢ < 1,
so dass
2Py (5 5% 8+ i)
log(72;)

IA

+ -=icp <

[\]
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fiir alle 1 > x > ¢ ist. Bekanntlich gilt logx < x fiir alle x > 0, weshalb
ﬁ—Oé—Fl 6-0[ 1 )‘ ( )‘2F1(—a+17 ;O‘;ﬁ—i-%;x)‘
F ) ,B‘i‘—,l' §10g
’ 1( 2 2 2 -2 log (%)
1
<
- 1—x(

fiir alle 1 > x > ¢ ist. Fiir 0 < o < ¢y < 1 ist wegen Satz 2.20

2F1<ﬁ_g+1,ﬁ_a,ﬁ )‘

zFl(ﬁ—Oz—i—l ﬂ—a 1

< sup
z€[0,c0]

9 ) 9 7ﬁ+§7

':v)‘::cz<oo.

Nun setzt man ¢ := max{c;, co}, womit (2.27) bewiesen ist. Fir z := % in (2.27)

und unter Beachtung von ﬁ = % und 0 < % <lfiralle0 < <o <7
erhélt man schlieflich die gewiinschte Ungleichung (2.25).

Beweis zu (2.26): Wegen 0 < ¢ < 6 < 7 gilt

cos ¢ — cosf < 1
1+cosgp — 2

Auferdem ist ‘2F O‘w +1, B o —|— )‘ nach Satz 2.16, 2. stetig auf dem kompakten
Intervall [0, 5]. Somit gllt fur alle 0 < (b < 0 < 52 die Ungleichung

2 2 YT 1 coso

a+0+1 a+ 1
2F1< g ; 26;04+§§$)‘<00,

<a+ﬁ—|—1 a+ 3 1 cosgb—cos@)‘
2F1 . - -

< sup
1’6[0,%}

womit (2.26) und damit Lemma 2.23 insgesamt bewiesen ist. |

Bemerkung 2.24 In [35] wird irrtimlich behauptet, dass

COSQ_—COS(bglﬁiTQZZGQSQSSW
1 —cosf

1st und damit ein ¢ > 0 existiert, so dass fir alle < ¢ <7

1
ﬁ—i_ﬁ 1—cosét

2 2

2F1(oz—|—ﬁ B -« cosgb—cos@)‘gc

gilt. Die Pramisse dieses Arguments ist aber falsch und somit muss der Ezistenzbeweis
fiir dieses ¢ mit erweiterten Argumenten neu gefiihrt werden. Diese Argumente liefert
aber gerade das eben bewiesene Lemma 2.23 (vgl. dazu auch die Bemerkung 2.43).
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2.7 Die Jacobi-Polynome

In diesem Abschnitt werden die klassischen Jacobi-Polynome definiert und ihre in dieser
Arbeit benétigten Eigenschaften dargestellt.

Definition 2.25 1. Es seien z,a,3 € R mit o, 3 > —1. Die Jacobi-Gewichtsfunktion
Wa,p und das zugehdrige Jacobi-Majf$ werden definiert durch

(2) = (1—2)*(1+2)° firze(-1,1),
S 0 fiir z € R\ (~1,1)

und
dpte 5(2) = wa g(z)dz.

2. Firxz,a,0 e Rmit =1 < x <1, o, > —1 und n € Ny definiert man die Jacobi-
Polynome n-ter Ordnung mit Jacobi-Exponenten «, 3 durch

N (a+1), —na+f+n+11—x
P () = 2k ot —— ) (2.28)

Zunéchst seien einige elementare Figenschaften der Jacobi-Polynome angegeben.

Korollar 2.26 Fir -1 <z <1, a,0> -1 undn € Ny gilt

P9 (—x) = (=1)"PP(x), (2.29)
ooy = lete_ futes =
B = (_l)an_!l)n:(_ )nr(i(-ﬁ)g(;fn'
Beweis: Siche [34, Korollar 3.2]. m

Satz 2.27 Die Jacobi-Polynome P\*”(z) (n € No;z € [-1,1],a,8 > —1) bilden ein
Orthogonalsystem beziiglich dj, . Fir alle m,n € Ny und alle reellen o, 3 > —1 gilt

1

/ PTSf"ﬁ) (x)PéO‘”g)(a:)waﬂ(x)dx = hgl""ﬁ)ém’n, (2.31)

-1
wobet )

" nlla+pB+n+1)(a+pF+2n+1)
gesetzt wird und insbesondere

() A
hy? =0 — | firn— oo (2.33)
n

qgilt.



21

Beweis: Siehe [34, Lemma 3.4., Lemma 3.5.]. |

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 2.27 erhélt man das

Korollar 2.28 Die Polynome

(@f) ._ (h(aﬁ))fé plass) _ nTa+B8+n+1)(a+F+2n+1) pled)
" " " 2008 Na+n+ DIN(B+n+1) "

bilden ein Orthonormalsystem beziiglich dpia g.

Satz 2.29 Es seien o, 3 > —%. Firv=0,1,... gilt

min< (v + 1), (1 —z)" 51 (v + 1)*%} firo <z <1,

2.34
_i(y—i-l)_%} fir —1<x<0. ( )

|PIEO"’6)(:17)} <cx
min § (v +1)%, (1 — z)~

Beweis: Siehe [43, Satz 7.32.2]. [

Die folgenden zwei Sétze formulieren Zusammenhénge zwischen Jacobi-Polynomen ver-
schiedener Exponenten. Diese Zusammenhénge werden zur Abschétzung gewisser Lebes-
gue-Konstanten fiir Jacobi-Polynome benétigt, in denen ein Exponent den Wert —% be-
sitzt.

Satz 2.30 Es seien o, 3 > —1. Dann gilt fir allen = 0,1, ... und alle x € [—1,1]

+oa+ B n + ﬁ a+1
pPed)(p) = PP platip) ) - TP platls) 9.
9 () = g P ) - L) (23))
und Cats N
plaB) ) — T pleftl) NPT A plaps oy 9
Beweis: Siehe [1, 22.7.18 und 22.7.19). |

Satz 2.31 Fira > —1, z € [—1,1] und n € Ny gilt

o, (a:*l)
Byn®(x) _ P (202 - 1) (237

EA OO o)

Beweis: Siehe [1, 22.5.22]. |

Zur Abschétzung der Lebesgue-Konstanten gewisser verallgemeinerter Dirichlet-Kerne mit
klasssichen Jacobi-Polynomen benétigt man noch die drei folgenden Resultate.
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Satz 2.32 Es seien o, > —%, S € N und (hi)ren, eine Folge reeller Zahlen, so dass
hr = 0 fiir alle hinreichend grofien k ist. Dann gilt:

| Z hk;p,~C (cos®)p ’8) (cos )|

. (2.38)
1
< CZ min{(k‘ + 1), |(9 ‘}max{a,ﬁ}-&-S-ﬁ-é Z(k + 1)max{a,ﬁ}+%—5+m|Amhk|’
-
k=0 m=1
wobei A gemdfS (2.3) definiert wurde.
Beweis: Siehe [31, Satz 5.1|. |

Satz 2.33 Es seien o, 3 > —% und (hy)ren, eine Folge reeller Zahlen, so dass hy = 0 fir
alle hinreichend groffen k ist. Dann gilt:

sup || thp(aﬁ )(')”Lba,g —11 < ¢ Zh Dy, (aﬁ (- )HL}LQ,B[—L”’

ze[—1,1]

wobei ¢ > 0 eine von (hy)ren, unabhingige Konstante ist.

Beweis: Siehe [30, Lemma 4.6]. |

Satz 2.34 FEs seien o, 3 > —%. Dann gibt es eine Konstante ¢ = co 3 > 0, so dass fir
alle n € Ny gilt:

n max{a,f}+ % ]l‘ ﬁ _1

o n 2 tur max{a, 0} > —=,

IO (g, < { tf} > =
j=0

logn fiira:ﬁ:—%.
Beweis: Siehe [39]. |

Als Vergleichsgrundlage fiir die Diskussion alternativer Vorgehensweisen beim Beweis von
Hauptsatz 1.1 seien die folgenden drei Sitze angegeben.

Satz 2.35 FEs seien o, 3,7,0 > —1 und cpp € R (n,k € Ny, 0 < k < n) so gewdhlt, dass

fir alle x € [—1,1]
=Y P (@)
k=0

1st. Dann gilt

- n+y+d+1)pk+7+ 1) kk+a+8+1)I(k+a+5+1)
" (n—k)IT2k+a+5+2)
s Py (—n—i—/{:,n—l—k—l—v—l—(;—l—l,k—i-oz—i—l‘l)
k+v+1,2k+a+3+2 ’
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Beweis: Siehe [2, Lemma 7.1.1]. |

Satz 2.36 Es seien o, € R und n € Ny. Dann existieren fir alle natirlichen Zahlen
q > 1 komplexwertige und auf (0,m) stetige Funktionen A,,, so dass fir alle € (0,m)
qgilt:

q—1

PP (cos f) = 2R {Z A (0)(n + 1)_m_§ei"9} +O((n+ 1)—11—%)’

wobei der O-Term auf kompakten Teilintervallen von (0,7) gleichmdfig ist.
Beweis: Siehe [43, Satz 8.21.9]. |

Die sogenannte Asymptotik vom Hilb-Typ wird formuliert im

Satz 2.37 Es seien a > —1, 3 € R beliebig und c,e > 0. Dann gilt

0\ “ 0\" 'n4+a+1) 1\?
in — _ (a.8) _ N«
(Sln 2) (cos 2) PP (cos) = N o (si 9) Jo(NO)

N 9%(’)<n_%> firen ' <0 <m—e¢,
0°T20 (n®)  fir0 <0 <cn™',

wobei N = MO‘T’L/BH gesetzt wird.

Beweis: Siche [43, Satz 8.21.12]. |

Besonders wichtig fiir den Beweis von Hauptsatz 1.1 ist die folgende gleichméfige asymp-
totische Entwicklung fiir Jacobi-Polynome durch Bessel-Funktionen.

Satz 2.38 Es seien a, 3 > —1. Dann gibt es fir alle m € N und alle e > 0 eine Konstante
Cy >0, so dass fir alle n € Ny und alle 0 € (0,7 — €]

P (cos ) = (g) h {JQ(NG) mz_ a’“’]ov(fQ) + 0J,(NO) mz_ b’“’;\f) + am(e)} (2.39)

k=0 k=0

und

lem ()] < CnN™" {|Ja(NO)| + 0]J,(NO)[} (2.40)

ist, wober N :=n + %BH gesetzt wird, C,, eine von 6 und n unabhdngige Konstante st

und die Funktionen ayo(6?), bio(6%) analytisch in 6* sind fir |0] < 7. Insbesondere gilt:

2
boo(0?) = 0 und ago(6?) =1+ +‘;‘—4+3592 + O(0Y) fiir § — 0. (2.41)
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Beweis: Siehe [50, Satz 1, Lemma 1, Lemma 2|. [ |

Schliefslich benotigt man noch eine von Koornwinder bewiesene Produktformel fiir Jacobi-
Polynome.

Satz 2.39 Es seien o > 3> —3, R:=[0,1] x [0, 7] und
(Lt 0ty (=00 -y,
2 2 (2.42)

+ V1 —22/1 — y2rcos(¢) — 1

F(x,y;r, ¢) =

fir x,y € [0,1], r € [0,1] und ¢ € [0,7]. Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaf
= top auf R, so dass fir allen =0,1,... und alle z,y € [—1,1]

PP y) = [ POOWPOD (Fla i o) duaa(ro). (243
R

Beweis: Siehe [25, 3., S. 129 - 132]. Hier finden sich auch die exakten Ausdriicke fiir das
Wahrscheinlichkeitsmaf, die jedoch in unserem Zusammenhang unerheblich sind. |

Eine zu (2.43) dquivalente Formel wurde von Gasper in [16]| bereits 1971 entdeckt und
bewiesen (ein Beweis findet sich auch in [25]), allerdings ist der Zusammenhang zwischen
der Integrationsvariablen und den urspriinglichen Argumenten der Jacobi-Polynome we-
sentlich komplizierter, so dass sie fiir die hier verfolgten Zwecke nicht in Frage kommt.

Fiir die Abschétzungen der Lebesgue-Konstanten im 4. und 5. Kapitel benotigt man zwei

1 1
Asymptotiken fiir (hf{l’ﬁ )> * baw. (hgf“’ﬂ )) *. PP (1). Diese Asymptotiken waren nicht
in der Literatur zu finden und sollen deshalb hier eigens bewiesen werden. Es gilt das

Lemma 2.40 Zu o,(3 > —% gibt es ausschliefilich von o, abhdngende Konstanten
co,c1 > 0 und dy,dy > 0, so dass fir alle n € N gilt:

_1
(D)2 = eonb + en % + O (n—§> (2.44)
und .
(B ) 72 PO (1) = dy -0 dyn®E O (no ). (2.45)
a+5+1

Beweis zu (2.44): Im Folgenden sei A :=
1. Fall: Fiir @ > 0,6 > —1 ist nach (2.32)

gesetzt.

Fin+1) T'(n+2))
'n+1l+a)T(n+8+1)

B >\ I'(n+1) T+8+1)\ 7"
= Caﬂf\/ 5 n+a+1>)(” m) - (246)

(hgla,ﬁ))_% _ \/2a+ﬁ+1(2n+2)\)
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\7\/egenoz>0undﬂ>—l ista+1>1lunda+p+1>pF+1> 0. Somit lasst sich

Satz 2.8, (2.11) mit oy := 1 — « auf Fn(_tj;i)l) und mit 09 ;=1 — a = o auf Fn(i:—igﬂ)
anwenden, und man erhalt fiir n — oo
F(n —|— 1) (1—a) (1—a) F(Oz —l— 1) 1 _9
*———- =B 1)—B )—————+0 2.47
nF(n+a+1) o () v () () n+ (™) (247)
und
I(n+6+1) (1-a) (1-a) Fa+1)1 L
S~ =B 1)—B 1)————+0 . 2.48
Aufserdem folgt aus Bemerkung 2.7, (2.9) die Abschétzung
B =B @B+1)=1>0 (2.49)

Wegen (2.49) ldsst sich nach Satz 2.3 mit na% auch der Kehrwert n*a%

in eine Asymptotik entwickeln, wobei wegen (2.48) und (2.7) fiir ihre zwei ersten Koeffi-

zienten
1 1

do= — =~ —1>0 2.50
Coa BB .

und d
b= gy 231

0

gilt. Mit (2.47), (2.50) und (2.51) ergibt sich fiir den Term unter der Wurzel von (2.46):

(1 4 %) (1 - Bfla)(l)%% + O%))O _ Bi)(g 4 1)%%0(%))

Pla+1 Y 1 1 .
-l—%—i—Bil )(ﬂ+1))ﬁ+o(ﬁ):ao+%+o(ﬁ),

wobei ag := 1 und a; = (A +
groftes n erhélt man nun

=1+ (A

a+1)

o) T B (8 4 1)) gesetzt wurde. Fiir hinreichend

2
a0+ 1 +0() — a - 252t — (1)

\/a0+a1—+0<%)+\/_+2\/—0n
1. a1l 1

< (00 + ) = 0()

Damit ist (2.44) fiir den 1. Fall bewiesen.
2. Fall: Fiir o = 0, § > —3 ergibt sich aus (2.32)

aq 1

2 /an| =

1 1
‘\/CLO—FCME—FO(E)— \/CL_O—

1

(hga’ﬁ))’% = [% - (2n + 2/\)] g CapVny/1+ %,

A A 1
i+ =1+ +0(=
+n +2n+0<n2)

Cq ﬁ)\

2

woraus sich wegen

auch

(P2 = ¢, sv/n+ O(n™2)
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ergibt. Damit ist (2.44) im 2. Fall bewiesen.

3. Fall: Fﬁr0>a>—% undﬂz—% git 1 >a+1>0und f+1>F+a+1> 0. Somit

gibt es zu % und % gemif Satz 2.8, (2.11) Asymptotiken, deren nullte

Koeffizienten - aus den gleichen Griinden wie im Beweis zu o > 0 - echt positiv sind,
so dass sich geméft Satz 2.3 ihre Inversen sowie der gesamte Wurzelterm asymptotisch
entwickeln lassen. Unter Beachtung von

(e o, B\F\/H . (n+a+1) (na I(n+2)) )

I'(n+1) I'(n+B8+1)

folgt (2.46) fiir den 3. Fall.
4. Fall: Fiir a = —%,ﬁ> —% gilt 1 >a+1>0und 84+1>0F+a+1>0. Der Beweis
ergibt sich nun analog zum 3. Fall.

5. Fall: Fiir « = —3, § = —3 ergibt sich aus (2.46) zusammen mit den Berechungen aus
(2.50) und (2.51)

(hfjé"é))% — e 1V (néigz—ii)_l = vn <1 ~ B2, 5);((_%%)) % + O(n2)> ,

womit auch der 5. Fall und damit der Beweis von (2.44) abgeschlossen ist.
Beweis von (2.45): Fiir a > 0 und 3 > —1 ergibt sich aus (2.30) und (2.32)

1 1 A I'n+1) \ '/ Tn+p8+1\"
(a,ﬁ) (Ol,ﬁ) 2 — T35 — [ A— [ —
BS P W) ()72 = cagn® \/(1 + n) (n F'n+a+ 1)) <n I'(n+2X\) >

Mit den gleichen Uberlegungen, die schon zum Beweis der Asymptotik (2.44) gefiihrt
haben, zeigt man die Existenz der Asymptotik (2.45). Die Féalle « = 0 und § > —% bzw.
0>a> —% und g > —% bzw. 0 > a = —% bzw. a = ( = —% ergeben sich ebenfalls
analog zum Beweis von (2.44). Damit sind (2.45) und Lemma 2.40 insgesamt bewiesen.

2.8 Integraldarstellungen von Jacobi-Polynomen

Fiir die Abschétzungen gewisser Lebesgue-Konstanten miissen Jacobi-Polynome auf trigo-
nometrische Funktionen zuriickgefiihrt werden. Dazu werden in dieser Arbeit unter ande-
rem auch die von Gasper in [15] entdeckten Integraldarstellungen fiir Jacobi-Polynome, so-
genannten Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ, verwendet. Diese Moglichkeit wurde wohl
zum ersten Mal - allerdings in einem etwas anderen Zusammenhang - von Petrushev und
Xu in [35] gesehen. Im Lauf der vergangenen Jahrzehnte haben sich jedoch einige In-
konsistenzen im Gebrauch dieser Formeln eingeschlichen (vgl. Bemerkung 2.43), die wir
zunédchst beseitigen. Deswegen werden die hierzu wichtigsten Resultate aus [35] und [15]
nochmals vollstandig bewiesen.
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Satz 2.41 Fir0<0<m, a> —%, B>—1und \ := %’BH gilt:

F(cosh) - 2Tk D) () oo
P}ga,ﬁ)(l) F(%>F(O‘ + %)
0 —cosf)* 2
x/ cos ((k+ \)o) - 10088 — <08 ;
; (1+cosg) 2
a+B+1 a+p L cos¢ — cosf
X 2F1( 2 g YTy 1+ cos ¢ )d¢ 25
P}ga,ﬁ)(l) F(%)F(OZ + %>
0 —cosf)* 2
></ cos ((k + \)6) - (cos ¢ — cos a)ﬂ
; (14 cosf) =
a+f a—f 1 cos0 — cosg
PO (cos 0) 2D(a+ 1)
g k7 2 AT (] cosf)~(1 + cos0) P
P}ga,ﬁ)(l) F(%)F(& + %>
0 —cosf)* 2
></ cos ((k+ \)o) - 008 - co8 ;
; (1+cos¢) 2

_ 1 o— _
XQFl(a G+ ’a I cos ¢ — cos

1
5 e 5, 1 T Cosgb ) dgb (254)

Beweis: Der Beweis von (2.52) und (2.53) orientiert sich eng an [15]. Gleichung (2.54)
konnte in der Literatur nicht gefunden werden und wird hier neu bewiesen.

Beweis von Gleichung (2.52): Aus cos(2af) = »F; (a, —a; 3;sin*6) (vgl. [1, 15.1.17]) und
2(1 — cosz) = sin® £ folgt zunéchst

11—
cos(al) = oFy (a, —a; =; ﬂ) . (2.55)
2 2
Nach (2.30) und (2.28) ist weiter
« « 1-
PP (z) = P*P(1) o Fy <—k:, k+a+B+1a+1; T"f) . (2.56)
Aus (2.55), (2.56), Satz 2.22 fur
1 1
)\::%7 H::%, GZM—F/{
2 2
und der Substitution
1 —coso
t(¢) =
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erhalt man schlieflich
o @ 1-— 0
PO (z) = PO (1) ,Fy (—k, kta+f+liat+l— >0 )

2
_ P}Eaﬂ)(l) Fla+1) /9 (1—cosp)"2 (cos¢p — cos 0)““1*%*1
F(%)F<Oé + %) 0o (1—cosf)” (1 — cos@)oti-3-1
X (1 4+ cos @)ftA=k=21. 9—(A—k+k+2))

11—
X oF (A+k,/\—k—2)\;§;%s¢>

a+ 3 +1 cos ¢ — cos sin ¢
o o
2 2" 14cos¢

1
2
T -
2

do

Fi (A
X21<’ 1 —cosb

22T (a+ 1) % (cos¢ — cosf)* 2
—————(1 —cosf)™@
Tt pyt / (1 + cos )2

a+p 1 cos¢p — cosf
PN —Fat gi—
x cos (A +k)o) 2 1()" 9 Ty 1+ cos¢ )dqﬁ,

=7 (1)-

wobei im letzten Schritt (1 — cos? ¢)™1/2-sin ¢ = 1 beriicksichtigt wurde. Damit ist (2.52)
bewiesen.

Beweis von Gleichung (2.53): Man wendet Satz 2.21, (2.21) mit

a+ 3
a =
2

1 — cos
:—a—{—ﬁ—i_ =\ c:=a-+ - und I::—COSQb o8

b:
’ 2 2 1+ cos ¢

auf

a+pf+1 a+p 1 cos¢ — cosf
2 F ) e e
2 2 2" 14coso
in (2.52) an und erhélt

P(aﬁ) 0 0 . 0 a—3
% = Ca,g/ (1 —cosfh)~“ (cos§ — cos C?w -cos (A + k)o)
P71 0 (14 cosg) =
a+p | 1 cos¢ —cosf
% 2F1( 2 ’A’OH_Z’ 1+ cos¢ )d¢

0 o 0 a—1/2
o [ (1ot (O o by

_atp cos ¢p—cos 0
1 0 2 — 1 o
5 ( + cos ) JF <Oz+ﬁ a ﬁ'oz+—; Trcosd >d¢

a+[5+1

; ) 1+cos0
14 coso 2 2 2 _1I§<C>):¢
0 1
— cosf)
:Ca,ﬂ/ (1 —cosfh)™™ (cos ¢ — cos a>+6 - -cos (A +k)o)
0 (1+cosf) =2
a+0 a—p 1 cosf@ — cos¢
F — - —— | d
X21( y g ATy 1+ cosf ¢,
22 T(a+1)

wobei ¢, 5 1= F(OTasD) gesetzt wird. Damit ist (2.53) bewiesen.

Beweis von Gleichung (2.54): Als Anwendung von Satz 2.21, (2.22) auf

a+ 3 1 cos¢ — cost
2 1<’ y ATy 1+ cos¢ >
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in (2.52) erhdlt man

P (cos 0)
F7(1)

(cos ¢ — cos )2
ot

(14 cos¢) 2
a+ 3 1 cos¢p — cosb
y ATty 1+ cos¢ ) ¢

@

= Ca5(1 — cos 9)_“/0 cos (A +k)o)

X ol ()\7

0 . 0 oc—%
= Ca,3(1 — cos 9)“/0 cos (A + k)o) (C(()lsi COZO;)(B;@

1+cosf\ "’ a—0 a—pF+1 1 cos¢p — cosf
-t Ja . Pt Nt I |
s <1—|—cos¢) 2 1( 2 2 Aty 1+ cos¢ ¢

(cos ¢ — cos0)*2
(1+ cos ¢)#

o o a— 0 a—ﬁ+1_@ l'cosgb—cos@ do
P2 2 T T2 1t cosg ’

0
:caﬁ(l—Cosg)_a(l—}-cose)_ﬁ/o COS((/\+/{J)¢)

A
wobei wieder ¢, 5 = —F?l%g Jrl);)
2 2

samt bewiesen. [}

gesetzt wird. Damit ist (2.54) und somit Satz 2.41 insge-

Eine wichtige Variante zu Satz 2.41 liefert das

Korollar 2.42 Fir0 <60 <mx, a > —1 und 8 > —% gilt

P (cos 6) i (cos B — cos ¢)P 2
R L St A Cal—i—COS@_B/ cos (k¢ — \N(m — ¢ o
Péﬁ,a)(l) al ) 0 ( ( ) (1—cos¢)%ﬁ
at+pB+1 a+f 1 cosf —cos¢
oy (0L 2R R0 4 s
plabd) (cos ) i (cos§ — cos ¢)2
2 k77 Cal—f—COSG_’B/ cos (k¢ — AN(m — ¢ m
TR T e p
a+p f—a 1 cos¢ —cosf
<oy (5205 %04 0 4 sy
P Péa’ﬂ)(cosﬁ) _ . /“cos(kgb—A(ﬂ—(]ﬁ))(cos@—cos@ﬁ_é
' Péﬁ’a)(l) 0 (1+COSQ)5(1—COS@)O‘(l—COqu)B%a

B-—a+l f—a 1 cosf —cos¢
ot (2GR AT RO 45, 250)

A
wobei cg o = F2 LG gesetzt wurde.

(3)T(B+3)

Beweis: Der Beweis des Korollars ist eine Ausarbeitung der Argumente von Petrushev
und Xu aus [35].

Beweis zu Gleichung (2.57): Aus Korollar 2.26, (2.29) und Satz 2.41, (2.52) ergibt sich nach
der Variablentransformation ¢ — m—¢ im Integral und nach Vertauschen der Reihenfolge
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von o und [
kP,iﬁ’a)(cos(w —0))
P71
T—0
= (—=D)¥csq - (14 cos 0)_’6/ cos ((k+ N)o)
0

l;cosqﬁ—i-cosﬁ do
2" 1+coso¢

(—cos ¢ + cos )z
(1—cos¢)#

P,Ea’ﬂ)(cos 6)

R

y (cos ¢ 4 cos )72 JF ()\,a—i_ﬁ'ﬁ—l—

(1+cos¢)# 2

= (—1)*cgq - (14 cos 6)5/ cos ((k+ M) (7 —¢))

a+
2 )

1 —cos¢+ cosb
- 1
s 1—cos¢ )< Jdo

T cos ) — cos @)’z
- (—1)k65,a-(1+COSQ)_6(—1)(—1>k/0 cos (6 — A(r — ) (19—cos¢)¢°‘)¥‘*

&

X 2F1 ()\,

a+f costl —cosg
X ok} ()\’T’ﬁ+§’—1—cosgb )( 1)d¢

s 0 o ﬁ—%
= ¢g.a(1 + cos G)ﬁ/ cos (k¢ — N — ¢)) (co5f - cos qi)w
0 (1 —cos¢p) 2
a+ 3 1 cosf — cos¢
Fi (A, ——; - | d¢;
X21(7 9 76+27 1—COS¢)¢’
wobei cgq 1= % definiert wird. Damit ist Gleichung (2.57) bewiesen, analog be-
2 2
stiatigt man die Gleichungen (2.58) und (2.59). Damit ist dann Korollar 2.42 insgesamt
bewiesen. ]

Es folgen noch einige Bemerkungen zu den am Anfang dieses Abschnitts bereits erwdhnten
Inkonsistenzen im Gebrauch der Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ, die im Blick auf die
in dieser Arbeit zu beweisenden Behauptungen aber einen nicht unerheblichen Reperatur-
Aufwand mit sich brachten (vgl. dazu auch die Bemerkung 2.24).

Bemerkung 2.43 1. In [15, Formel (8), S. 208] wurde statt (2.53) die entsprechende
Formel ohne den Faktor (1 — cos€)™ angegeben.

2. In den Formeln von [35, S.3] finden sich mehrere Fehler. Statt (2.53) wurde folgende
Gleichung notiert, in der an den Stellen (!) ¢ statt richtig 0 bzw. — statt richtig + steht:

Pk(a’ﬁ) (cos®)
B

B B o/’ (cos ¢ — cos0)*2
= Ca3(1 — cosf) /0 cos ((k+ N\)o) (1+cos¢(!))#

at+fB a-03 1 cosf) —cos ¢
( 2 2 ’a+2’1—(!)c089)d¢

und statt (2.58) wurde folgende Gleichung angegeben, in der an der Stelle (!) ¢ und 0
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vertauscht wurden:

W =cop(l+ Cose)—ﬁ/ cos (k¢ — (1 — ¢)) (cos® cosgb)M
Pk 7 (1) 2] (1 P ¢(')) +
a+ —Q 1 cos¢ — cosb
><2F1( 25752 ;6+§;£W)d¢'

2.9 Fourier-Analysis

Fiir den Beweis von Hauptsatz 1.1 werden einige Begriffe und Sachverhalte aus der Fourier-
Analysis bendtigt, wie beispielsweise die Summationsformel von Poisson sowie der Zusam-
menhang zwischen den Glattheitsbedingungen einer Funktion und dem Abklingverhalten
ihrer Fourier-Transformierten. Mit diesen Hilfsmitteln lassen sich die Lokalisierungseigen-
schaften gewisser verallgemeinerter Kernfunktionen, d.h. Funktionen der Form

Kalt) = Y (e

herleiten, wobei g einen kompakten Tréger besitzt und bestimmte Differenzierbarkeits-
und Symmetrieeigenschaften besitzt.

Definition 2.44 1. Die diskrete Fourier-Transformierte bzw. der n-te Fourier-Koeffizient
einer Funktion f € LY(T) wird fiir jedes n € Z definiert durch

fn) == /_ ' F(t)e ™.

~

Die Folge (f(n))nez heifit endliche Fourier-Transformierte zu f und man schreibt

f)~ e 3 Flme™,

n=—0oo

wobei die Reihe nicht notwendigerweise konvergent sein mufs.
2. Die kontinuierliche bzw. stetige Fourier-Transformierte einer Funktion f € LY(R) wird
fiir jedes x € R definiert durch

Flz) == /_ h F(t)e s,

Als unmittelbare Konsequenz aus dem Stetigkeitssatz fiir parameterabhéngige Integrale
(vgl. 24, Kap. 8.4, S. 274|) erhilt man das

Lemma 2.45 Fir f € L'(R) ist die Funktion f: R — C stetig und somit auf ganz R
auch punktweise definiert.

Gewisse Funktionen lassen sich auch als Integral mittels ihrer Fourier-Transformierten
darstellen. Dieser Zusammenhang wird im sogenannten Umkehrsatz fiir die Fourier-Trans-
formierte formuliert. Es gilt der
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Satz 2.46 Es sei [ eine Funktion mit f € L'(R) und ]?6 LY(R). Dann gilt fiir fast alle
teR

16 =55 [ Floleas

oder mit unseren Normierungen kurz f(—t) = 2w f(t). Dabei besteht Gleichheit in allen
Punkten t € R, in denen f stetig ist.

Beweis: Siehe [26, Korollar 16.15]. |

Im néchsten Satz werden die fiir den Beweis von Hauptsatz 1.1 bendtigten Abkling- und
Glattheitseigenschaften von Funktionen und ihren Fourier-Transformierten zusammenge-
fasst.

Satz 2.47 1. Es sei f € C1(R). Dann gilt fiir alle £ € R

—

(1)) = i€f(©). (2.60)
2. Zu jedem f € CE(R) (k € Ny) gibt es eine Konstante ¢y ¢ > 0, so dass fiir alle £ € R
FOI< er-(L+1ED™ (2.61)

mat
.y = ¢, - max{[|fD| i) 1§ =0,...k} gilt. (2.62)

Insbesondere ist fiir jedes f € C*(R) die Fourier-Transformierte f integrierbar, d.h. es

ist f € L*(R).
Beweis: Zu 1. siehe [13, § 12, Satz 1], zu 2. siehe [13, § 12, Korollar 1]. |

Es folgen einige Bemerkungen zur Summationsformel von Poisson. Wir beginnen mit der

Definition 2.48 FEs sei f € L*(R). Die Periodisierung von f ist die 2r-periodische Funk-
tion F, die definiert wird durch

F(t):= Y f(t+2m))
j=—o0
fur alle t € R, fir die der entsprechende Grenzwert existiert.
Zunichst geben wir eine Version der klassischen Summationsformel von Poisson an, die

einen Zusammenhang zwischen der Fourier-Transformierten einer Funktion f und der
Fourier-Reihe ihrer Periodisierung F' hergestellt.
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Satz 2.49 Es sei f € LY(R).
1. Die Periodisierung F von f existiert fiir fast alle t € T, und es ist F € LY(T) mit

[E ey < [ f1lor)-
2. Fiir die Fourier-Rethe der Periodisierung F' von f gilt

3 ft+2m) ~ % S Fmpe, (2.63)

d.h. ﬁ(n) = f(n) fiir allen € Z.

Beweis: Siehe [26, Satz 18.1]. |

Von grofstem Interesse ist die Frage nach den Bedingungen, unter denen die Identitét
(2.63) punktweise gilt und nicht nur formal im Sinne von Fourier-Reihen. Wir wenden die
Summationsformel von Poisson in verschiedenen Varianten an. Fiir den Beweis von Haupt-
satz 1.1 besonders wichtige Varianten der Poissonschen Summationsformel formuliert der
folgende

Satz 2.50 1. Es sei g eine Funktionen mit g,g € L'(R) und (g(n))nez € I"(Z). Dann gilt

> g™ =) gt + 2mj) (2.64)

n=—oo j=—00
und zwar sowohl beziiglich der L*(T)-Norm als auch beziiglich der C(T)-Norm, d.h. beziig-
lich der Supremumsnorm || - ||, wobei man mit dem Symbol - die komplexe Konjugation

bezeichnet.
2. Es sei g eine Funktion mit g, g € L*(R), die reellwertig ist und einen kompakten Triger
besitzt. Dann gilt fir alle w € R\{0} und allet € T:

S n. . 9 A -
S oMt = 3 el + 2m)).
n=—oo Jj=—00
Beweis: Zu 1. und 2. siche [17, Kap. 2, Korollar 1]. [

2.10 Verschiedenes

In diesem Abschnitt sollen noch einige allgemeine, nicht eindeutig unter eine der bis-
herigen Uberschriften zu subsumierenden Sachverhalten zitiert werden. Zunéchst sei ein
Spezialfall der allgemeinen Kettenregel fiir die Differentiation auf normierten Vektorriu-
men formuliert.

Lemma 2.51 Fs seien g(x) = /x und f: Rt — R" mit f € CP(RY) (p € N). Dann gilt

k

(VI®)" = ¥ mr— (@) S L (Ow)™ (2.65)

e J
agS(p) =L i=1

wobei S(p) die Menge aller p-Tupel o nicht-negativer Zahlen o; mit Y b_ ic; = p ist.
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Beweis: Die allgemeine Regel wird bewiesen in [11, S. 222 f]. |

Den Grenzwertsatz von Abel formuliert der

Satz 2.52 Die Potenzreihe Y -, c,x™ konvergiere fir die positive Zahl x = R, wobei R
ihr Konvergenzradius ist. Dann konvergiert die Reihe gleichmdfig auf [0, R] und stellt dort
eine stetige Funktion dar.

Beweis: Siche [23, S. 307]. |

Fiir die Abschitzung gewisser Summen von Produkten aus verallgemeinerten Kernfunk-
tionen benotigt man die folgende Ungleichung.

Lemma 2.53 FEs sei o eine auf [0,00) beschrinkte, monoton fallende und Lebesque-inte-
grierbare Funktion. Dann gilt

> oz +k)o(ly+ k) < Aso ("” g y’) fiir alle z,y € R,

kEZ

wobet A, > 0 eine ausschliefllich von o abhangende Konstante ist.

Beweis: Siehe [41, Lemma 2|. |

Schliefslich ben6tigt man noch eine auf Timan zuriickgehende Ungleichung.

Lemma 2.54 FEs sei 7(t,0) beziiglich der zweiten Variablen ein trigonometrisches Poly-
nom vom Grad n. Dann gilt fir alle m € N und t € R die Ungleichung

—_

m— s

< (%M)/ (¢, 8)]d6. (2.66)

—Tr

2k
t.—
(t, =)

k=0

Beweis: Siehe [44, Kap. 4.9.1.(3)]. |



Kapitel 3

Die Konstruktion polynomialer
Schauder-Basen

Zum Beweis von Hauptsatz 1.1 wird der allgemeine Ansatz zur Konstruktion gradop-
timierter und beziiglich eines gegebenen Mafes p orthonormierter Polynomfolgen von
Girgensohn aus [17] ibernommen. In Abschnitt 3.1 wird dieser Ansatz zunéchst ganz
allgemein und in enger Orientierung an [17, Kap. 4.1| beschrieben: Im Wesentlichen wird
hier gezeigt, wie sich die Konstruktion der Polynomfolge auf die Untersuchung gewisser
polynomialer Unterrdume V), W) C C[—~1, 1] zuriickfiihren lisst: Neben der gleichmi-
Rigen Beschranktheit ihrer Lebesgue-Konstanten miissen insbesondere bestimmte Ortho-
gonalitdtsbeziehungen dieser Rdume zueinander sowie ihrer jeweiligen Basisfunktionen
untereinander erfiillt sein, um aus den Basiselementen dieser Rdume eine entsprechen-
de Polynomfolge auswéhlen zu kénnen. In Abschnitt 3.2 werden dann in Abhéngigkeit
von den Parametern N, M und p konkrete Funktionen @,&N’M), 1/1,E;N’M) und entsprechende
Réume VM) ynd WW-M) (N, M € N, N > 3M) definiert, fiir die sich gerade die obenge-
nannten Orthogonalitdtsbeziehungen tiberpriifen lassen. Der Nachweis der gleichmafigen
Beschranktheit der Lebesgue-Konstanten dieser Rdume wird in den zwei folgenden Ka-
piteln 4 und 5 erbracht. Erst im letzten Kapitel 6 wird gezeigt, wie sich schlieflich aus
den Basisfunktionen dieser allgemeinen Rdume die Schauder-Basis selbst zusammensetzen
lasst.

Girgensohns Konstruktionsansatz lasst sich auf eine umfangreichere Klasse von Maken
anwenden und soll deshalb gleich in groferer Allgemeinheit dargestellt werden. Dazu sei
in diesem Kapitel p ein positives, endliches Borel-Mafs, dessen Tréger supp p = [—1,1]
ist und dessen Momente [; |z|"dgu(x) fiir alle n = 0,1, ... existieren und endlich sind. Fer-
ner bezeichne die Folge (pl), oy, die nach dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt eindeutig bestimmte Folge zueinander (beziiglich 1) orthonormaler Polynome,
fiir die grad p# = n fiir alle n € Ny ist und deren Leitkoeffizienten positiv sind.

3.1 Der Konstruktionsansatz

Der Vollstéandigkeit halber sei der Begriff einer gradoptimierten polynomialen und (be-
ziiglich p) orthonormierten Schauderbasis nochmals prézise definiert.

35
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Definition 3.1 FEs seien € > 0 und p ein endliches positives Borel-Maj3, dessen Trdiger
supp p C [—1,1] ist und dessen Momente [ |x|"du(z) fir alle n = 0,1, ... existieren und
endlich sind.

1. Eine Funktionenfolge (pk)ken, n C[—1,1] heif§t Schauder-Basis von (C[—1,1], || ||),
wenn es fir alle f € C[—1,1] eindeutig bestimmte Koeffizienten oy, € R (k € Ny) gibt mit

T [ =Y cuppnllo = 0. (3.1)
k=0

2. Fine Funktionenfolge (pui)ken, in C[—1,1] heifit polynomiale Schauder-Basis von
(Cl=1,1], || - |les), falls sie eine Schauder-Basis von (C[—1,1],| - ||e) ist und alle p,
Polynome sind.

3. Eine Funktionenfolge (p, k)ken, in C[—1,1] heifit orthonormale polynomiale Schauder-
Basis von (C[—1,1],|| - ||le) beziiglich u, falls sie eine polynomiale Schauder-Basis von
(Cl=1,1], || - [|oo) 25t und (pux)ken, €in Orthonormalsystem beziiglich v ist, d.h.

1

usarus) = | Desle)ppula)dule) = 5us (k1 € M) (32

4. Eine Funktionenfolge (pux)ken, i C[—1,1] heifit gradoptimierte (beziiglich ¢ > 0),

orthonormale polynomiale Schauder-Basis von (C|—1, 1], || - ||) beziiglich p, falls sie eine

orthonormale polynomiale Schauder-Basis von (C|—1,1],|| - |leo) beziiglich p ist und die
Gradbedingung

grad pr, < k(1 +¢) (3.3)

fir alle k € Ny erfillt ist.

In folgendem Lemma werden zunéchst einige wohlbekannte hinreichende Bedingungen
formuliert, unter denen eine Folge (beziiglich 1) orthonormaler Funktionen (p,, ,,)nen, €ine
Schauderbasis fiir (C[—1,1], || - ||) bildet.

Lemma 3.2 Es sei p ein endliches positives Borel-Majf$ mit supp p C [—1,1] und Mo-
menten [, |x["du(x), die fir alle n € Ny existieren und endlich sind. Es sei ferner
(Pun)nen, €in Orthonormalsystem beziiglich p in (C[—1,1],] - |l«)-

1. Konvergiert die Summe Y} ckpux gleichmdfig gegen ein f € C[—1,1], so gilt fir alle
k € No, dass ¢, = (f,pur) ist.

2. Wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind, dann ist die Folge (pur)ken, €ine
Schauder-Basis fir (C]—1,1], || - ||c):

a) Fiir jedes Polynom q existiert ein ng € No mit ¢ =3 1% 0{q, D) Dpk-

b) Es gibt eine Zahl A > 0, so dass | > ;o (f, Pui)Pukllco < Allflleo fiir alle m € Ny und
alle f € C[—-1,1] ist.

3. Bedingung 2.b) ist dquivalent zu supge_y 1l Dokto Puk(T)Pun()lly-1y < A fir alle
m € No.

Beweis: Siche [17, Lemma 2|. |

Als , Lebesgue-Konstanten® bezeichnet man fiir m € Ny - wie iiblich - die Normen

L = 5uPei-1a)ll > D (@)D ()| 4 =11 (3.4)

n=0



37

Zu gegebenem ¢ > 0 wird nun eine Folge (p,, »)nen, (bezliglich 1) orthonormaler Polynome
mit grad p,,,, = n(1+ ¢) konstruiert, fiir die im Fall der Jacobi-Gewichte wq 5 (o, 3 > —3
und max{a, 6} > —3) gezeigt wird, dass es sich um eine Schauderbasis von C[—1, 1] han-
delt. Zum Beweis dieser Eigenschaft verwendet man Methoden aus der Wavelet-Theorie,
d.h. die Polynome p,,,, werden im Sinne einer Multiskalen-Analyse fiir C[—1, 1] konstru-
iert (ausfiihrlich beschrieben in [22], [17]). Dazu werden endlichdimensionale, polynomiale
Unterrdume VW, W) C C[-1,1] so gewihlt, dass die V) aufsteigend sind und die W)
das orthogonale Komplement von VU= in V) sind, d.h.

v C

C cC ... Cc vUH c vl
Vo o wlh g o WU =

N (3.5)

Nun definiert man n;, m; € Ny durch dim V0 = n; +1 und dim W) = 2m; =n; —n;_q
und bezeichnet mit (7)1, bzw. (¥Y)?™ " cine orthonormale Basis von V@) bzw.

W) die Folge der (Pun)nen, ergibt sich aus den in dieser Reihenfolge angeordneten
Basisfunktionen von VO, W® W ® - d.h.

Puk = 4,0’,;’(0) fir k=0,...,ng

Py 2k o= OV fiie j € Nk =0, ..., 2m; — 1.

Um zu zeigen, dass die so konstruierte Folge (p,.n)nen, €ine Schauderbasis von C[—1,1]
ist, miissen die Bedingungen aus Lemma 3.2, 2.a) und 3. bewiesen werden. Diese Bedin-
gungen ebenso wie die Bedingung grad p,, < n(l + ¢) lassen sich umformulieren als
Bedingungen an die Réume V), W so dass man in (3.5) nicht mehr die ganze Kette
betrachten muss, sondern sich auf die Betrachtung einzelner Rdume aus ihr beschréanken
kann.

Man fangt mit der Grad-Bedingung an und erhélt aus den Grad-Schranken fiir die Poly-
nome der Riume V() und WU allgemeine Grad-Schranken fiir beliebige p,, ,,. Wiire fiir
VO etwa

grad 90;]:,(0) =k fir k=0,...,ng,

also grad p,,, = n fiir alle n = 0, ..., ny und wiare aukerdem im Blick auf W) etwa
grad w,‘:’(j) <n;+m; fir je Nk =0,...,2m; — 1,

so gabe es zu jedem n > ny ein j € N, so dass p,, € WU und damit n > nj_1,
grad p,, < n; +m; und insbesondere

grad p,», < n; +m; Im;

< =1+ (3.6)
n nj—1 nj—1
erfullt ware. Unter der Annahme
3, <e¢ firallejeN (3.7)
nj—1

wiirde dann tatséchlich grad p,,, < n(1+ ¢) fiir alle n € N gelten.

Die Bedingung aus Lemma 3.2, 2.a) ist offensichtlich &quivalent zu: Fiir alle Polynome ¢
gibt es ein j = j(¢) mit ¢ € VW,

Fiir die Bedingung aus Lemma 3.2, 3. sei n € N mit n > ng, d.h. mit n;_; < n < n;
bzw. n = n; + h 4+ 1 fiir ein j € N und ein h € {0,...,2m; — 1}. Die Einschrankung
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der orthogonalen Projektion O, auf die Rdume span{p,o,...,Pun, ,} = VU= und
span{pn; 141, - -+ Punt C WU liefert:

sup ||Zpu, 2)Ppi () L -1

ze[-11] T,
nj—1 n
< SUP “Zpu, p;w ||L1[ 1,11+ sup ” Z pu,i(x)pu,i(')HL,ﬂ[—Ll}
=111 o S R A |
nj—1
1 1
< _sup 1Y eV @) ()l pyoay + sup HZwk D (@)D e o
11 5 ze-1,1] 1,
nj_1 2m;—1
1 1
< sug”quokﬂ @)V Ol + P Z @) 1D |y s
k=0 xTEe

(3.8)

wobei fiir den Raum VU~Y ausgenutzt wird, dass eine orthogonale Projektion auf den
gesamten Raum nicht von der gewdhlten orthogonalen Basis abhéangt. Wiirden nun Kon-
stanten A;, As > 0 mit

s Zsok A () Nl < A fiir alle j € Ny und

[—1,1] k=0 (3 9)
sull)]||21/)“(j “(j()||L1[11]<A2furallej€N h=0,..,2m; — 1,

L I —

existieren, so miissten die Lebesgue-Konstanten fiir die (p,n)nen, beschrénkt sein durch
die Zahl max{A; + As, A3} wenn fir A; > 0

sup || ngk O ”(0)() ||L1[ < Az fiirh = 0,...,n (3.10)

ze[—1,1]

erfullt ware.

Bemerkung 3.3 1. In den Kapiteln J und 5 wird bewiesen, dass die Konstanten A; und
Ay vom Quotienten m;/n; abhdngen. Je ndher dieser Quotient an der Null liegt, desto
grofler werden Ay und Ay sein. Deshalb miissen die Dimensionen m; und n; so gewdhlt
werden, dass inf{m;/n;} > 0 ist oder - noch besser - so, dass die Menge {m;/n;} sogar
endlich ist.

2. In Abschnitt 3.2 und den Kapiteln 4 und 5 untersucht man zundchst nur gewisse all-
gemeine Riaume VM) W INM) = deren Basisfunktionen go(NM bzw. w,gN’M) mit Hilfe der
Parameter N, M € N definiert werden Erst im Kapitel 6 wird gezeigt, wie sich aus den
Parametern N, M Folgen (n;,m;);en, und damit die oben beschriebenen Riume V) und
W) gewinnen lassen, so dass wieder die gesamte Kette der Riume V9 WU im Sinn
von (3.5) betrachtet wird.

3.2 Die Raume VIV yund W»:M)

In diesem Abschnitt werden zunichst allgemeinere Klassen von Raumen V™M) 11/ (VM)
(N, M € N, N > 3M) betrachtet; sie bestehen aus gewissen Linearkombinationen der pk,
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die sich im Fall der W) aus einer verallgemeinerten Translationsoperation (fiir eine
ausfiihrliche Diskussion hierzu vgl. [17, S. 33]) ergeben und es werden Bedingungen for-
muliert, die die Orthogonalitét ihrer Basisfunktionen gp,(CN’M), w,gN’M) implizieren. Dabei ist
w wieder ein positives Borel-Mafs, dessen Trager supp p = [—1, 1] ist und dessen Momen-
te f_ll |z|*dp(x) existieren und endlich sind und die p# sind (beztiglich p) orthonormale

Polynome mit grad p# = n und positiven Leitkoeflizienten.

Zur Konstruktion der VM) und WM hendtigt man Funktionen g : R — R mit
bestimmten Symmetrie- und Differenzierbarkeitseigenschaften. Im Vorgriff auf Erforder-
nisse der folgenden Kapitel werden diese Funktionen und ihr Existenzbeweis schon jetzt
allgemein gegeben.

Definition 3.4 1. Eine Funktion g : R — R heifit charakteristische Funktion, wenn
g € C.(R), supp g C [—2,2], g(0) =1 und fir alle x € [0, 1]

Fl+z)+31—2)=1 und *(-1+2)+¢(-1—-12)=1 (3.11)

ist. Eine Funktion g heifft dariberhinaus charakteristische Funktion vom Grad m (m €
N), wenn g m-fach stetig differenzierbar ist mit g™ (0) = 0 fiir alle k = 1, ..., m.

2. Es sei g eine charakteristische Funktion. Die zu g korrespondierende charakteristische
Funktion 1. Art g wird definiert durch

0 fir x < =3/2,

ety fir —3/2<2<-1/2,

9w =94 fiir —1/2 <z <0, (3.12)
g(x) fiir x > 0.

3. Fs seien 0 < a < 1 und g eine charakteristische Funktion. Die zu g korrespondierende
charakteristische Funktion 2. Art g*(a,z) := g*(x) wird definiert durch

g(0) fir0 <z <1-a,
ga(@) :=g"(a,2) == g"(x) == C g(2(x = 1)+ 1) firz>1—a, (3.13)
g (—x) fir x <O0.

Es folgen einige Existenzbehauptungen zu charakteristischen Funktionen.

Lemma 3.5 1. Fir alle m € Ny ezistiert eine gerade, charakteristische Funktion vom
Grad m.

2. Sei m € Ny und sei g eine charakteristische Funktion vom Grad m. Dann ist auch
die Funktion g*(a,z) fir alle 0 < a < 1 eine charakteristische Funktion vom Grad m.
Dariberhinaus ist g*(a, z) eine gerade Funktion.

3. Set m € Ny und sei g eine gerade, charakteristische Funktion vom Grad m, dann ist
auch die Funktion g eine charakteristische Funktion vom Grad m.

Beweis: Beweis zu 1.: Man betrachtet zunachst die Funktion

1 1
e22m  22m_ 2m fir z € _2; 2 )
go(z) = { | |

0 fir v € R\ (~2,2).
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Bekanntlich ist gy eine gerade, unendlich oft differenzierbare Funktion mit go(0) = 1,
go(z) =0 fir alle z € R\ (—2,2), go(x) > 0 fiir alle x € (—2,2) und g(()J)(O) = 0 fiir alle
j=1,..,m (vgl. |23, S. 156]). Nun definiert man die Funktion ¢g : R — R} mit

1) E— fir2>ax >0,
93(2—m()+9)§($) -
)= gol T fir —2<x2<0
0 fir z € R\ [-2,2].

Durch eine einfache Rechnung lésst sich jetzt zeigen, dass g eine charakteristische Funktion
vom Grad m ist. Damit ist die 1. Teilaussage bewiesen.

Beweis zu 3.: Aus der abschnittweisen Definition von g und wegen supp g C [—2, 2] folgt
sofort: supp g C [—%, 2]. Die Differenzierbarkeitsbehauptung ist im Inneren der einzelnen
Abschnitte von ¢ unmittelbar klar. An den Réndern dieser Abschnitte ergibt sie sich
unmittelbar aus den Differenzierbarkeitseigenschaften von g. Zu zeigen bleibt somit nur
noch (3.11): Fir 1 > > 0ist 1 +2 > 0 und 1 —x > 0, so dass nach Voraussetzung an g

FA+a)+(1—z)=g(1+2)+¢*(1—2) =1

ist, was die linke Gleichung von (3.11) beweist. Fiir 1 > 2 > 1/2 ist —1 — 2 < —3/2 und
—1/2 < -1+ x <0, so dass nach Definition von g

FP(-1+2)+ @ (-1—-2)=1+0=1

folgt. Flr 0 <2 <1/2ist =1 > —-1—2>-3/2, -1/2> —14+2> —1und 0 < 2z < 1,
so dass nach Definition von g und der Richtigkeit von (3.11) fiir ¢

F—1+0)+ @ (-1—2)=*2(-1+2)+ 1) +¢*(2(-1—2) +1)
=g} (—1+22)+g*(-1-22) =1

und damit insgesamt auch die Richtigkeit der 2. Gleichung von (3.11) fiir g folgt. Der
Beweis der 2. Teilaussage verlauft analog dazu und wird hier nicht eigens ausgefiihrt. W

Die Raume W®™M) werden nun als Erzeugnis gewisser Funktionen w,gNM) definiert.

Definition 3.6 Es seien N,M € N mit N >3M, k=0,....,2M — 1, 0, .= 27 und g

AM
eine charakteristische Funktwn gemdfS Definition 3.4. Dann definiert man die Funktionen
Zy’éN’M) =y (N, M) Q,Dk ) und den Raum Wg(N’M) = WWM) dyrch
¢Z,(N,M) = qp,g = — \/_ Z ( )cos (3M + 5)0k) Py prsss (3.14)

wobei die pt die (beziiglich ) orthonormierten Polynome mit grad p = n und positiven
Leitkoeffizienten sind, und setzt

PN span{ (M) g0, 2M — 1}. (3.15)

Jetzt beweist man, dass die w,(CN’M) fiir gegebene N, M und alle £k = 0,...,2M — 1 ortho-
normal zueinander sind. Es gilt das
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Lemma 3.7 Es seien N.M € Nmit N >3M, k=0,...2M — 1, 0, := 24‘“—;21%, g eine

charakteristische Funktion gemdf$ Definition 3.4 und wg\,i’M) = ,(CN’M) gemdf$ Definition

3.6 gegeben. Dann gilt

<,¢)l(N’M)’ ](CN’M)> = 5”4: fU,?” alle l, k= 07 72M o 17

d.h. die @D,(CN’M) bilden ein aus 2M FElementen bestehendes Orthonormalsystem beziiglich
I

Beweis: Der Beweis orientiert sich stark an [17, Lemma 3|. Aus der Wahl von 6, folgt

cos ((2M — s)6,) = —cos((2M + s)6y,), (3.16)
cos ((4M — s)0;) = cos ((4M + s)0y) (3.17)

fiir alle s =1, ..., M und insbesondere
cos(2M6y) = sin(4M0;) = 0. (3.18)

Im Fall k # [ liefert die Parsevalsche Gleichung fiir das Orthonormalsystem der (p/)nen,
zusammen mit (3.16), (3.18) und (3.11)

2M
(o000 = 5 30 6 () con (BM -+ 9)) con (8M + 5))
s=—2M

4M—1
1

1
= —— cos(2M0y) cos(2M ;) + — Z cos(sby,) cos(sb;)
2M M s=2M+1

1
+ BYYi cos(4M6y,) cos(4M ;)
1 sin @, cos(4M6y) sin(4M6;) — sin O sin(4M6y,) cos(4M6;)

2M cos 0, — cos 6,
1 sin@; cos(2M6y,) sin(2M ;) — sin Oy sin(2M 6y,) cos(2M 6;)
2M cos 6, — cos 6,
= 0.

Im Fall k£ = [ erhédlt man mit dhnlichen Argumenten

<¢1<CN7M)» J(CN’M)> = % EM:M 9’ <%) cos® ((3M + 5)0;)

s=—

cos O, cos(4MBy) sin(4M6y)  cos by cos(2M0y,) sin(2M y,)
2M sin 0, 2M sin 6,

Damit ist das Lemma insgesamt bewiesen. ]

Im niichsten Lemma wird eine andere Basis fiir die W ™M) vorgelegt, mit deren Hilfe die
Orthogonalitat zwischen verschiedenen Raumen leichter bewiesen werden kann.
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Lemma 3.8 FEs seien N,M € N mit N > 3M, k=0,..,.2M — 1, 0 := 2&?% g eine

charakteristische Funktion gemdfS Definition 3.4 und w(N M) 1/1,(€N’M), Wg(N M) — (v
gemdfS Definition 3.6 gegeben. Dann gilt

M —Fk M +k
WA = span( {9 <_ Vi )p;lif—QM—&-k -9 <_ Vi >pl]<f—2M—k k=1, 7M}

M —k M+ k
U{g <—M )p%_k—i-g(—M )p%+k:k20,...,M—l}>.

Insbesondere ist

(3.19)

dim WM = 27, (3.20)

Beweis: Der Beweis des Lemmas orientiert sich stark an [17, Lemma 4|. Zunéchst zeigt
man (1.), dass die erzeugenden Funktionen auf der rechten Seite von (3.19) orthogonal
und damit linear unabhéngig voneinander sind. Dann zeigt man (2.), dass die v, (VM) als
Linearkombination der erzeugenden Funktionen darstellbar sind. Aus Dimensionsgriinden
ist der Satz damit dann insgesamt bewiesen.

(1.) Aus der Orthogonalitat der (p#),en, zueinander und der Tatsache, dass die Unglei-
chungen

N-2M+k<N-M<N-(M-1)<N-I

fir alle k =1,..., M und alle [ =0, ..., M — 1, die Ungleichungen
N —2M —ky <N —=2M —ky <N —=2M +ky < N —2M + ko
fir alle k1, ko € {1,..., M} mit k; < ks und die Ungleichungen
N —ky<N—k <N+k <N+ky

fir alle ky, ko € {0, ..., M — 1} mit ky < ks erfiillt sind, folgt die Orthogonalitdt und damit
die lineare Unabhéngigkeit der erzeugenden Funktionen auf der rechten Seite von (3.19).
(2.) Jetzt zeigt man

M-k M+ k
WA C span( {9 (_ M )pljif2M+k -9 (_ M )pHNQMk k=1 7M}

M —k M+ Ek
U{g( i )p’&k+g(7)p7\7+k:k:zO,...,M—l}).

Beweis zu (3.21): Offensichtlich gilt

%(C \/__ Z ( ) cos ((3M + 5)0k) Py _rr4s
— \/L_le < ) cos ((3BM — )0k) D pr—s

%: ( )COS((?)M—S)Qk)p’fV_M_S
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M—-1

4 Z g (%) cos ((3M + 5)0k) P nrs

s
4+ g (M> cos ((3M + 5)0k) Pn_nrss

-
Q
@)
]

~~

3MOK)py s + 9(—1) cos(2M0)py_ops + 9(1) cos(4M 0 ply
+ 9(2) cos(bBM Ok )pnm + g(—2) cos(MOk)Dy_30s-

Durch Umkehrung der Summationsreihenfolge und unter Beachtung von g(—2) = ¢(2) =0
und (3.18) erhélt man daraus

(N,M) 1 = M —s 0
(0 = Y cos ((2M + S)Qk)pN—QM—i-s

: N Ms:lg
M—1
1 M+ s
— cos ((2M — s)8;) p*
\/MSZI.g( M ) (( )k)pN—QM—s
| M
— cos ((4M — s)0
_M;g( ®) o (401 = 5180
M—1
1 M + s
— (4M + s)0
\/M g< i )cos + 8)0k) Py s

+ cos(BMOx)phy_ s + 9(1) cos(4M b)) ply

und wegen (3.16) schlieflich

M—-1

M —s M+ s
l/Jl(cN M — \/— Z COS 2M + S)Qk) ( ( M )pllif—2M+s - g (_ M )pﬁ/—2M—s>

s=1

M-1

i o s (252 o (55)1)

+ cos(3MOx)phy_ sy + 9(1) cos(4M b)) ply .

(3.22)

Die Auswertung der rechten Seite von (3.21) fiir kK = M und k = 0 liefert unter Beachtung
von ¢(0) =1 und g(—2) =¢g(2) =0

M~k M+k

M —k M+ k
U{g( i )p*](,_k—l—g( i >p’](,+k:k:(),...,M—1},

woraus sich zusammen mit (3.22) tatsdchlich (3.21) und aus Dimensionsgriinden dann das
Lemma insgesamt ergibt. u

Jetzt definiert man die Raume V(N M) = Y WM),
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Definition 3.9 Es seien NM € Nmit N >3M, k=0,...,2M — 1, g eine charakteristi-
sche Funktion und g*(-) := g*(%, -) die zu g korrespondierende charakteristische Funktion

2. Art gemdfS Definition 3.4, 1. und 3. Die Funktionen ng’,]iN,M) = @‘]:’(N’M) = gp](CN’M) und

die Rdaume V;;(N’M) = VM) werden definiert durch
w,(N,M) — QO(N7M) - g*(%)plls + g*<2]\]7\;k>pgN—k f'U/T' k= 07 veey N — 17 (323)
9.k k Py firk =N
und
VM span { g s k=0, N} (3.24)

Als néchstes zeigt man das

Lemma 3.10 Es seien NNM € N mit N > 3M, k = 0,....2M — 1, g eine charak-

teristische Funktion und g*(-) = g*(4F,-) die zu g korrespondierende charakteristische
Funktion 2. Art gemdf$ Definition 3.4, 1. und 3. sowie die Funktionen @Z,’IEN’M) = ngCN’M)

und der Raum Vg(N’M) = VWNM) gemdfy Definition 3.9, (3.23), (3.24) gegeben. Dann ist

{gp,(cN’M) k=0,.., N} eine Orthonormalbasis von Vg(N’M) und insbesondere gilt

dim VM = N 41, (3.25)

Beweis: Fir k’l,k’g € {0, ,N — 1} mit kl 7é k’Q fOlgt 2N — ]{,’1 7é k’g bzw. 2N — ]{32 7é ]{71,
woraus sich unter Beachtung der Orthonormalitét der pk

N,M N,M % k’l % 2N—l€1 % k’g % 2N—]€2
<90;§1 s )> = <9 (3P + 9" (P 9" ([ Pk, + 97 (— )pSNk2>
« 2N — ky o« ko o 2N — ko i
(O W GO )+ (0 N 0y (k) =0

ergibt. Der Fall, dass k; oder ko gleich N sind und ky # k; ist, ergibt sich analog unter
Beachtung von (3.23). Damit ist die Orthogonalitét der Basiselemente insgesamt bewiesen.
Die Normalitét gleicher Basiselemente zeigt man so: Fiir ky = ko = N gilt nach (3.23)
<¢%V’M),g0§f,v’M)> = (P, Py) = L und fiir 0 < k :=ky = ko < N gilt 2N — k # k und
damit

N (NM Lk 2N —k Lk 2N =k (0
<901(€ L ek )> = <9 (3)0k + 9" (5w 0" (PP + 9" (P
2N —

N

%2 *20 Y
wobei man im letzten Schritt (3.11) verwendet hat. Damit ist auch die Orthonormalitét
der @ECN’M) bewiesen. |

Zwischen g und g* besteht ein Zusammenhang, der zu einem vereinfachten Erzeugenden-
system fiir VM) fijhrt,
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Lemma 3.11 Esseien NNM € Nmit N > 3M, k=0,...,2M—1, g eine charakteristische
Funktion und g*(-) = g*(%, -) die zu g korrespondierende charakteristische Funktion 2.

Art gemdf Definition 3.4, 1. und 3. gegeben. Ferner sei Vg(N’M) = VM) gemdif Definition
3.9 gegeben. Dann gilt

M~k M +Fk
VA Smn({g( W e+ gV k=0, M — 1}

M M

U{p’g:k:O,...,N—M}).

Beweis: Fiir £k =0,.... N — M ist 0 < % <1- % und 2]\]7\,_’“ > 1+ % Zusammen mit
(3.13) ergibt sich daraus g*(£) = g(0) = 1 und wegen supp g C [—2,2] auch ¢g*(25-+%) =0
und damit . ON _ k
N,M . -
pp M =g (P + 9 Pen—y, =k

fir alle k=0,.... N — M. Fir N > k>N—Mist%>1—%und 2]\]’\7_'“ > 1. Zusammen

mit (3.13) folgt daraus also g*(£) = g(W}7 g () = g(W) und damit

k _ON —k
{Q(N)Pl/;JFQ(T)Psz k=N-M+1,. N}

M~k M+ k
= {g( M )pljif,k‘f‘g(T)p%Jrk k=0,...,. M — 1}.

Insgesamt erhélt man somit

M —k M+ k
V(N,M)gspan<{g( WP + 9(——— i PN k‘—O,...,M—l}

M
U {pg : kzO,...,N—M}),
woraus sich nach einem Dimensionsvergleich die gewiinschte Gleichheit ergibt. |

Nach diesen Vorbereitungen lasst sich die Orthogonalitéit zwischen den einzelnen Rdumen
beweisen.

Lemma 3.12 FEs seien Ny, Ny, My, My € N mait Ny > 3My, Ny > 3Ms, g1, go charakte-
ristische Funktionen gemdf Definition 3.4, 1., VANiMD) — () -y (N2 b) y (N, M)
gemdf$ Definition 3.9 und T/VgN2 M) (N2, Mz) gemdf$ Definition 3.6 gegeben. Dann gilt

VLMY gy (N2 Ma) — (N2 M), (3.26)
wenn N1 = N2 — QMQ, M2 2 M1 und

0 fir x < — M,

—
ga(x) = gl(l—%(aj—i—l)) fir —1—% <z <0, (3.27)
1 fir =1+ 43+ <z <0

gesetzt werden.
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Beweis: Der Beweis ist eine ausfiihrliche Ausarbeitung von [17, Lemma 5|. Zuerst beweist
man
VNG| (VM) (3.28)

NiMY orthogonal zu allen Basisfunk-

indem man zeigt, dass alle Basisfunktionen von V!
tionen von WV2:M2) gind.

Beweis von (3.28): Fiir alle t = 1,..., My und alle k = 0, ..., Ny — M, ist
No+t>No—t >N — M, >k
und damit

M, —t My +t
]\42 )p‘;‘\fg—t + 92(72)]?7\/'2-}—15

P L gaf

Die Relation Mot M+t
2 — 2
pll: 1 92(_ )p%rQMﬂt - 92(_ )p/]L\fzf2M27t (3-29>
M2 M2

ist wegen Ny —2Ms +t = Ny +t > N; — M; > k offenbar fiir alle ¢, k erfiillt, fiir die auch
Ny — 2M, — t # k gilt. Weil aber fiir alle ¢, k£ mit Ny — 2M,; —t = k wegen k > Ny — M,
auch MQJ]“V][?_'“ > Mﬂyl und nach (3.27) somit gg(—M]@—;”) = 0 gilt, ist (3.29) auch fiir
diesen Fall erfiillt. Ferner gilt fiir alle t = 0,..., Ms — 1 und alle £ = 0,..., M; — 1 auch
NQ_tZNQ_M2+1>N1+M1_12N1+k, d.h.

M, — k M, +k My, —t My +1
gl(Tl)p‘](,l_k + 91(T1)p7v1+k 1 92(72)?%24 T 92(72)19%2“'

Nach Lemma 3.11 und Lemma 3.8 und wegen N; = Ny — 2M, bleibt somit nur noch

My, —1 My+t M, —k M, +k
92(_ M2 )pl]ifg—QMQ-‘rt_g2(_72)pl]<f2—2M2—t_Lgl(Tl)pthfk_’_gl(Tl)pl]th#»k’

also . . . .
1= Yga(—1— =) = gi(1 + —Vgo(—1 + —) = .
91 ( M1)92( Mg) gi(1+ M, )g2(—1+ MQ) 0 (3.30)
fir den Fall k = ¢ mit ¢,k € {0,..., M; — 1} zu zeigen: Nach Voraussetzung (3.27) und
wegen supp ¢; C [—2,2] gilt aber fiir alle k =0, ..., M; — 1

k k ) k k
g2(—14+ —) :gl(l—ﬁ) =0 sowie g(—1——)=g(1+ —),

womit (3.30) und damit (3.28) insgesamt bewiesen ist. Jetzt zeigt man
V(N2,M2) C V(NLMI) D W(N2,M2)7 (3'31)
woraus zusammen mit (3.20) und (3.25)
dim VMO L qim WN2M2) — Ny 41 4 2My = 1 + Ny = dim VV2:M2) (3.32)

und damit die gewiinschte Gleichheit (3.26) folgt.

Beweis von (3.31): Zunéchst zeigt man, dass die Basispolynome pj, fiir k =0, ..., No — My
in der direkten Summe VVt:MD) @ WN2M2) Jiegen: Fiir pf mit k = 0,..., N — M, folgt
diese Behauptung unmittelbar aus Lemma 3.11. Fiir k = N; — My + 1, ..., N; erhélt man
aus Lemma 3.11 zunéchst

k— N k— N
Q=g (1 + i, S+ (1 — Tll)pgNl—k

M=k k—Ni\ oy (N1,My)
M, )lef(lek)_Fgl(l_ M, )pN1+(N1*k)€V P,

(3.33)

:91(1—
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und mit Lemma 3.8 auch

k — Na +2M. k — Ny +2M.
Q2 = 92<_1 - #)pgN2—4Mg—k - 92(_1 + +)PZ
e " 2 (3.3)

= 92(_]— + E)pé‘vg_QMQ_'_k* - 92<_1 - E)pifQ_zMQ_k* G W(N2’M2),

wobei k* := Ny — 2My — k gesetzt wurde und man
ng’*§N2—2M2—(N1—M1+1):M1—1<M2
zu beachten hat. Schlieklich ergibt sich fiir k = Ny — M; + 1, ..., Ny aus (3.27) noch

k — Ny + 2M,
Ms

k— Ny
My

(=17 )=a(l=+ )

und wegen N = Ny — 2M, auch

In T
PonNy—ants—k = Pong k-

Daraus und unter Beachtung von (3.11) folgt nun nach einer einfachen Rechnung

E—N E—N
g1(1+ 1)@1 —qi(1— 1)@2 =pp € YL g 7 (N, Mz)
M, M,
und k— N k— N
g1(1— DO+ g1 (1 + DQy = phiy. _j, € VM) @ [y (N2 0d2),
M, M, 1

Fiir k = N1+ My, ..., No— M, folgt aus der Setzung k = No—2My+k*, dass k* = M, ..., M,
sein kann, weshalb nach (3.27) also gg(—MQTJ;k*) = 0 und 92(—M2T_2k*) = 1 sein muss und
wegen (3.19) somit pj, = ply, _ons, i € WWN2Mz) st Fiir k = 0, ..., My — 1 folgt aus (3.19)
direkt gg(Mﬁ;k)pJMVQ,k +92(M]\24J2rk ), o € W22 weshalb nach Lemma 3.11 auch (3.31)
und damit das Lemma insgesamt bewiesen ist. [
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Kapitel 4

Die Lebesgue-Konstanten der (VM)

In diesem Kapitel werden zu fest gewédhlten N, M € N mit N > 4M nur die einzelnen,
gemif Definition 3.6, (3.15), (3.14) definierten Raume W™ und ihre Basisfunktionen
o (N,M) betrachtet, wobei als Orthogonalitdtsmafe p in diesem und dem néchsten Kapitel
nur noch Jacobi-Make pio 5 (o, 3 > —3) betrachtet werden. Als wesentliches Ergebnis
dieses Kapitels beweisen wir in Hauptsatz 4.21 die gleichméfige Beschranktheit der geméafs
(3.4) definierten Lebesgue-Konstanten der W™ fiir diese Orthogonalitiitsmake f, 3.
Wir zeigen

2M—1 (LN N 2max{a,B}+1
sup S ] Ol < o (37 (a.1)
z€[-1,1] 15,

fir alle N, M € Nmit N > 4M, wobei ¢, 3 > 0 eine insbesondere von N, M unabhangige
Konstante ist. Der Beweis von (4.1) beruht auf einer Vertiefung und Verallgemeinerung
von Methoden, wie sie Skopina in [42] zur Herleitung einer entsprechenden Behauptung
fiir den Legendre-Fall, also fiir das Jacobi-Gewicht w, g mit o = 3 = 0 und die Legendre-
Polynome P, bzw. die orthonormierten Legendre-Polynome p,, entwickelt hat.

Im Folgenden werden einige wesentliche Elemente von Skopinas Vorgehensweise kurz skiz-
ziert und daran anschliefsend wichtige Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu der hier ver-
folgten Beweisstrategie benannt und kommentiert. Schon in der Konstruktion der Schau-
derbasis gibt es wichtige Parallelen zu [42] und dem hier verfolgten Ansatz: Auch Sko-
pina verwendet fiir die Konstruktion ihrer Schauder-Basis Methoden aus der Wavelet-
Analysis. Ausgehend von den komplexifizierten Legendre-Polynomen X,, := ps, + ip2,_1
und X_, = X,, (n € Z) werden die Basisfunktionen ¢,§k0p fiir gewisse, analog zu den
Réumen VAN ynd WHMAN) 2y definierende Teilriume konstruiert. Aus diesen Funktio-
nen kann schlieflich die Schauder-Basis ausgewéhlt werden, wenn neben einigen weiteren
einfachen Vollstandigkeitsbedingungen der Nachweis fiir die gleichméfige Beschranktheit
der Lebesgue-Konstanten auf eben diesen Teilrdumen gelingt. Das zu (4.1) analoge Re-
sultat wird von Skopina in [42] nun so bewiesen, dass man zunéchst die Polynome X,
auf trigonometrische Funktionen und dadurch dann die ¢Sk P auf gewisse verallgemeiner-
te Kernfunktionen oder Dirichlet-Kerne der Form K, (t) = Y.;_  ag,e™ zuriickfiihrt,
wobei die Koeffizienten ay,, als Abtastwerte einer hinreichend glatt gewahlten Funktion
¢ mit kompaktem Trager supp g C [—2, 2] interpretiert werden. Bekanntlich besitzen sol-
che verallgemeinerten Kernfunktionen ein gutes Wachstums- und Lokalisierungsverhalten
(vgl (1.7)), was fiir die Abschétzung der Lebesgue-Konstanten von zentraler Bedeutung
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ist. Nun entspricht aber die allgemeine Struktur der @Z)EkOp gerade diesen verallgemeinerten

Dirichlet-Kernen. Sie lassen sich nédmlich als Ergebnis einer verallgemeinerten Translati-
on verstehen, die durch Einfligen gewisser trigonometrischer Funktionen als Koeffizienten
in die Fourier-Reihe (beztiglich (X, )nen,) eines beliebigen Polynoms p wirkt. Deshalb
ist es naheliegend, dass Skopina in [42] die in w;k"p eingehenden Legendre-Polynome auf
trigonometrische Funktionen zuriickfiihrt. Im Folgenden wird Skopinas Ansatz hierzu aus-
fithrlicher dargestellt und es werden Moglichkeiten und Grenzen seiner Ubertragbarkeit
auf einen Beweis von (4.1) im allgemeinen Jacobi-Fall diskutiert.

Zur Rickfiihrung der X,, auf trigonometrische Funktionen werden folgende bekannte Ei-
genschaften der Legendre-Polynome verwendet, deren Beweise etwa in [43, Kap. 4 und
Kap. 8] zu finden sind: Die Dirichlet-Mehler-Formel

T o cos(n+3)o
P,(cosf) = 5 /0 Zoosd — 2cos 9)%dq§, 6 € (0,7), (4.2)

die Volterra-Gleichung

1

(sin )7 pn(cos ) = A, cos ((n + %) o %)
7 /02 sin ((n+ 5)(0 ~ 1) (sint)? p,(cost)dt,

n—l—% 4sin’t

(4.3)

die bekannte Asymptotik

RS 1 @ 1 "
(sinf)zp,(cosf) = \, cos ((n + 5) 6 — Z) +0 <nsin6> fiir n — oo (4.4)

und ihre Verschérfung

(sin )2 p,(cosf) = A, cos ((n—l— %) 0 — %) + E%(nA——Z%)Sin (<n+ %) 0 — %) cot §

1 .
+O(m) fiir n — oo,

(4.5)

wobei stets 0§ € (0,7), \, = \/g + O (n%) und mit p,, die orthonormierten Legendre-
Polynome bezeichnet werden. Diese Formeln werden zu neuen Asymptotiken fiir die kom-
plexifizierten Legendre-Polynome X, fiir 6 € (0, 7) verkniipft. Beispielsweise erhélt man
in [42, Lemma 5| fiir n — oo

— 1 n eQin@ n e—21n9 1
X003 0) = < (A(O)62(m)e™ + Ax(0)a(m)e™*) + O (—n - 9>g> . (46)
X, (cosf) = — (AL (0)&1(n)e?™ + Ay(0)&(n)e ")
1 n)e2ind e 2inf 1
= (Ag(e)fg( )&’ 4+ A4(6)€4(n) )+O <—n2(sm 9>g> ,(4.7)

0
X, (cos0) = [ e (VRS () ()P + An (sl

—l—%fb(ﬂ&(n)emm + Ag(T)ég(?”L)eimm—) +0 <ni3> (4.8)
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und
Xﬁ%w:%%?C“”“m&“+&wmmw%%+005»
B / sin’ ¢ / m(ff o (£)Eo(n)e2n(T+=0)

1 1
+—=Aw(t)&o(n)e 2n(r =) —Au( )€11(n)e 2in{r+1-0)

v Vn?

b An(a(n)e 040 () (19)

wobei die & analytische Funktionen auf R \ {0} und die Funktionen A; und Ay, fiir
6 € (0,7) absolut beschriankt sind, fiir die also eine Konstante C' > 0 existiert mit
|A;(0)],]A1(0)] < C. Mit diesen Asymptotiken lassen sich die Funktionen ;" auf ver-
allgemeinerte trigonometrische Dirichlet-Kerne zuriickzufiihren. Bei der weiteren Anwen-
dung dieser so gewonnenen Abschétzungen zur Auswertung der zu (4.1) entsprechenden
Lebesgue-Konstante hat Skopina eine fiir ihren Beweis in [42] zentrale Beobachtung ge-

macht, die sich stark vereinfacht so beschreiben lésst: Zunéchst ersetzt man in (4.1) die

Basisfunktionen @b” N qurch ihre Entsprechungen @/JkkOp, transformiert x = cos s und

wahlt ¢ als Integrationsvariable zur Berechnung der L‘l"aﬁ -Norm. Dann wendet man die

Asymptotik in (4.6) auf ¢;“"(cos s) und ;" (cos ) an. Die Multiplikation und Additi-
on der entstehenden Terme unter Beriicksichtigung des sin 6-Faktors von der Lwo ,-Norm
liefert dann Summen verallgemeinerter Dirichlet-Kerne und gewisser O-Terme. Die in
(4.1) entstehenden Terme lassen sich gerade fiir solche 6 gut abschétzen, die die gleiche
Grofenordnung wie s besitzen, beispielsweise also héchstens %—fach so grof sind wie s.
Dann lassen sich nédmlich die entstehenden sin s- und sin f-Potenzen beziehungsweise die
s- und #-Potenzen zu g—Potenzen mit positiven Exponenten zusammenfassen, so dass sie
beschrankt bleiben unabhéngig von der tatsiachlichen Grofse von s. Dieses Argument bleibt
insbesondere auch fiir kleine s richtig, was sich im Wesentlichen aus der Tatsache ergibt,
dass die Giiltigkeit der verwendeten Asymptotiken und Formeln auf kompakten Teilinter-
vallen von [0,7) und nicht etwa nur auf kompakten Teilintervallen von (0, ) erfiillt ist.
Kombiniert man demgegeniiber die Asymptotiken (4.8) und (4.9), so erhélt man Abschét-
zungen, die fiir solche # gut kontrollierbar sind, die von s hinreichend weit entfernt sind.

Im Folgenden wird begriindet, warum im hier zu fiihrenden Beweis die Strategie, die
Basisfunktionen ¢, ** (M, N)(cos 6) auf verallgemeinerte trigonometrische Dirichlet-Kerne
zuriickzufithren, iibernommen wird. In [30, Lemma 4.6], [31, Satz 5.1 und Korollar 5.1,
[35, Satz 2.1 und Satz 2.4| und [4, Lemma 3.3.| werden zwar gleichméfige Schranken der

Ly, ,-Norm fiir Kernfunktionen der Form

K0 = 3 bt (0pe feos(.) (1.10)

K0, 1= 3 b (cos 0 cos() (@)
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hergeleitet, wobei an h : R — R eine Funktion mit kompaktem Triiger und gewissen
Glattheitsbedingungen ist. Eine direkte Anwendung dieser Ergebnisse auf den hier zu ana-
lysierenden Fall scheint aber nicht moglich zu sein: diese Kernfunktionen unterscheiden
sich nimlich strukturell von den hier betrachteten Basisfunktionen 1, (M) (cos@). Der
Translationsoperator, also die cos(3M + s)0,-Faktoren miissten dann als Faktor einer Ab-
tastfunktion g gedeutet werden, in die der k-Index mit einem Wert zwischen 0 und 2M —1
eingeht und die dadurch auf eine bisher nicht kontrollierbare Weise weitere M-Potenzen in
der L), -Norm von g liefert. Im Sinne der Gesamtkonstruktion der W™-*_insbesondere
also bei wachsendem M ist bisher nicht zu sehen, wie auf diesem Weg eine gleichmaéfige
Schranke fiir die Lebesgue-Konstanten zu gewinnen ware. Die Taylor-Entwicklung die-
ser Faktoren, also die Riickfithrung auf Potenzen verschéirfte noch das Problem, insofern
der k-Index dann in die Argumente der Potenzen einginge und dadurch das Wachstum
der M-Potenzen beschleunigte. Wie entsprechende Terme zu kontrollieren wéren, scheint
bislang nicht bekannt zu sein bzw. untersucht worden zu sein. Ausnutzen kénnte man
die Abschétzungen in (4.10) und (4.11) wohl nur, wenn man den Translationsoperator
zur Konstruktion der 9, " (MM Gerindern und statt der Tchebyscheff-Polynome Jacobi-
Polynome mit den gleichen Jacobi-Exponenten verwenden wiirde. Eine solche Konstruk-
tion konnte aber in der Literatur bislang nicht gefunden werden. Deshalb iibernehmen
wir die Strategie aus [42] und [17], d.h. auch wir werden die Basisfunktionen auf verall-
gemeinerte Dirichlet-Kerne zuriickfiihren. In diesem Sinn besteht ein wesentlicher Schritt
im Nachweis von (4.1) darin, nach geeigneten Zusammenhéngen zwischen den Jacobi-
Polynomen und trigonometrischen Funktionen zu suchen: Der Dirichlet-Mehler-Formel in
(4.2) entsprechen dabei in natiirlicher Weise zwei in Satz 2.41 und Korollar 2.42 formu-
lierte allgemeine Integraldarstellungen vom Dirichlet-Mehler-Typ. Im Unterschied zum
Legendre-Fall gehen in diese Formeln hypergeometrische Funktionen ein, deren Differen-
zierbarkeit und gleichméfige Beschranktheit von den Jacobi-Exponenten «,3 abhéngen
und im Allgemeinen nur auf kompakten Teilintervallen von [—1, 1] bzw. [0, 7] gegeben ist.
Dass und wie die komplizierten Differenzierbarkeits- und Beschranktheitseigenschaften
kontrollierbar sind, wurde wohl zuerst, allerdings in einem etwas anderen Zusammen-
hang, von Petrushev und Xu in [35] gesehen. Wéhrend sowohl in [42] als auch in [35] nur
eine Art von Dirichlet-Mehler-Intergralen verwendet wird, ist es in dem hier zu fithrenden
Beweis von zentraler Bedeutung, zwei Versionen dieser Formeln miteinander zu verkiipfen.

Schwieriger ist es, eine Entsprechung fiir die Formeln (4.3), (4.4) und (4.5) zu finden. Die
fiir den allgemeinen Jacobi-Fall gegebenen Abschitzungen der Lebesgue-Konstanten be-
ruhen auf der Moglichkeit, die Jacobi-Polynome asymptotisch von beliebig grofier, selbst-
verstdndlich von «, # abhéngender Ordnung zu entwickeln und dabei zugleich Terme in
Abhéngigkeit von Quotienten der Form % zu erzeugen. Der Ansatz von Skopina scheint
in dieser Hinsicht nicht auf den allgemeinen Jacobi-Fall iibetragbar zu sein: Die Volterra-
Gleichung (4.3) besitzt zwar ein allgemeines Analogon in der Formel (vgl. [43, (8.63.2)])

6 Oé-‘r% 6 Oé-‘r%
(sin 5) (cos 5) PP (cos §) =

02 (% 1 J(NO)J_o(Nt) — J_o(NO)JL(NT)
02 J,(NO) + c202 J_o (N6 —/ e o o o
QOO+ T alNO) 45 | (N T (V) = T (N0 Ja( V)
#-t 11 1 AN AN
X (4(:082% + (Z —a) i Ton?l sin o cos 5 PP (cost)dt.



53

Wie sich daraus aber sukzessiv eine Formel mit hoherer Approximationsordnung gewinnen
lasst, scheint aber bislang nicht bekannt zu sein. Aufserdem diirften die entsprechenden
Koeffizienten der Asymptotik, insbesondere also die Terme mit den Bessel-Funktionen
wohl nur sehr schwer in %—Terme zerlegbar sein, wodurch die Abschitzung der L'-Norm
der Fourier-Transformierten g einer entsprechend konstruierten Abtast-Funktion ¢ sicher
sehr erschwert wird.

Die Asymptotik aus Satz 2.36

q—1

P9 (cos §) = 2R {Z An(@)(n+ 1)~ m=3 m0} +0 ((” + 1)_11_%) 0 € (0,7),

m=0

wobei die A,, komplexwertige, stetige Funktionen auf (0, 7) sind, wére zwar eine Verall-
gemeinerung von (4.3), (4.4) und (4.5), mit der Jacobi-Polynome auf trigonometrische
Funktionen in beliebiger Approximationsordnung zuriickfithrbar sind. Thr entscheidender
Nachteil besteht aber darin, dass der O-Term nur auf kompakten Teilintervallen von
(0, 7) gleichméfig und damit auf gewissen Teilintervallen von [0, 7] keine Asymptotik zur
Auswertung des L}daﬁ[—l, 1]-Integrals zur Verfiigung steht. Auch die Asymptotik vom
Hilb-Typ aus Satz 2.37

« J6] %
<sin g) (cos Q) PP (cos 0) :N’O‘F(TH_OH_D < .1 ) Jo(NO)

2 " n! sin 0

412
{9%0 (n—) falls e < 0 <7 —e, (4.12)

6°+20 (n*)  falls 0 < 6 < cen™?,

fir N = ’Hafﬂﬂl, a > —1, f € R und feste ¢,e > 0 kann letztlich nicht angewendet
werden: Sie liefert zwar, kombiniert mit der Bessel-Asymptotik (vgl. Satz 2.11 und Korol-
lar 2.12) eine gleichméfige Asymptotik beliebiger Ordung fiir Teilintervalle [0, 7 — ¢]. Thr
entscheidender Nachteil besteht aber darin, dass ihr O-Term nicht klein genug ist. Eine
Schwiche, die etwa bei der Untersuchung der Jacobi-Gewichte w, g mit o = —% (vel. die
Beweise von (4.131) und (4.49)) nur durch einen gréferen Argumentationsaufwand beho-
ben werden kann. Diese Schwierigkeiten lassen sich aber iiberwinden - und darin besteht
eine wichtige Einsicht der vorliegenden Arbeit, wenn man die auf Hankel zuriickgehende
Asymptotik zur Darstellung der Bessel-Funktionen durch trigonometrische Funktionen
(vgl. Satz 2.11) mit einer von Bai und Zhao bewiesenen Asymptotik verkniipft, mit der
Jacobi-Polynome durch Bessel-Funktionen (1. Art) (vgl. Satz 2.38) approximiert werden.

Abschliefsend bleibt noch ein miindlicher Hinweis von Prof. H. N. Mhaskar vom 06.08.09 in
Liibeck zu kommentieren: Er hat vorgeschlagen, die sogenannten Verbindungsformeln zwi-
schen Jacobi-Polynomen mit verschiedenen Jacobi-Exponenten anzuwenden, um Jacobi-

Polynome auf trigonometrische Funktionen zuriickzufiithren. So gilt beispielsweise fiir alle
€[-1,1] und o, 8,7, > —1

76) ch Oéﬁ) ’
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wenn
oty A0 Dkt + Dup(2E ot f4+ Dkt at+ §+1)
ke (n—k)T(2k +a+ [+ 2)
o (Tntkn kit Lk tatl
32 E+v+1,2k+a+3+2 ’
gesetzt wird (vgl. Satz 2.35). Fir v = § = —% wire also eine Ubersetzung von Jacobi-

Polynomen mit beliebigen Exponenten in trigonometrische Funktionen moglich und zwar
mit dem grofsen Vorteil, dass keine O-Terme zu beriicksichtigen wéren. Jedoch nur in
einigen Spezialfillen, wenn beispielsweise o = 3 ist (vgl. [2, S. 356]), ldsst sich diese For-
mel deutlich vereinfachen. Im Allgemeinen wird die hypergeometrische Funktion 3F3 in
Abhéngigkeit vom Summationsindex k als Koeffizient vor den cos #-Termen stehen und
die Zerlegung in %—Terme sowie die Auswertung entsprechender Kernfunktionen deutlich
erschweren.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 4.1 werden zunéchst verallgemeinerte
Basisfunktionen w,(f’ﬂ ) (cos 0) definiert, auf verallgemeinerte Kernfunktionen zurtickgefiihrt
und durch diese abgeschéatzt. Als Hauptresultate erhélt man hier die Sdatze 4.4 und 4.5.
In Abschnitt 4.2 werden mit den Sétzen 4.8 und 4.12 die Lokalisierungs- und Wachs-
tumseigenschaften der verallgemeinerten Kernfunktionen aus Abschnitt 4.1 hergeleitet.
Schlieflich wird in Abschnitt 4.3 Hauptsatz 4.21 bewiesen. Dazu wird die L}, [ 1,1]-
Norm in (4.136) in Abhéngigkeit von 5 abschmttwelse abgeschatzt (vgl. Sétze 4. 16 4.17,
4.18). Dabei miissen die Fille o = —5 und 3 > —2 bzw. a > —5 und g = —% einzeln
untersucht werden, weil einige Asymptotiken nur im Fall o, 5 > —% giiltig sind (vgl. Sétze
4.19, 4.20). Die verschiedenen Teilresultate werden dann im Beweis von Hauptsatz 4.21 zu-
sammengefiithrt, womit als Hauptresultat dieses Kapitels die gleichméfige Beschranktheit

der Lebesgue-Konstanten der Rdume W WM bhewiesen ist.

4.1 Abschatzungen verallgemeinerter Basisfunktionen

wéaﬁ)

In diesem Abschnitt werden die Basisfunktionen ;. ® A INM) Ger WM _Riume (vgl. Defi-
nition 3.6) auf verschiedene verallgemeinerte Dirichlet-Kerne zuriickgefiihrt. Zum Beweis
von (4.1) ist es nicht erforderlich, dass g eine charakteristische Funktion ist (vgl. Definition
3.4, 1.). Vielmehr lassen sich die Abschéitzungen des gesamten Kapitels fiir eine umfas-
sendere Klasse verallgemeinerter Basisfunktionen beweisen, die man wie folgt definiert:

Definition 4.1 Es seien o,3 > —3, N,M € N mit N > 4M und g € C.(R) mit
supp g C [—2,2] gegeben. Dann bezeichnet man die Funktionen

w,i?‘g’ﬁ)(x) =1, O"g) =M"2 Z )cos((3M +j)6’k)p§\c; BM_H(I) (4.13)

j=—2M

als verallgemeinerte Basisfunktionen, wobei k = 0,...,2M — 1 und z € [—1,1] ist.
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Bemerkung 4.2 Die Forderung N > 4M wdre hdufig abschwdachbar zu N > 3M oder
komplett verzichtbar. Der besseren Lesbarkeit soll hier aber der Vorzug vor der Darstellung

maglichst allgemeiner Resultate gegeben werden, weshalb einheitlich die starkere Forderung
N > 4M aufgestellt wird.

Diese verallgemeinerten Basisfunktionen 1/’1(9%6 ) (x) lassen sich nach der Transformation
x = cosf (|0] < m) auf vier Typen verallgemeinerter Kernfunktionen zuriickfiihren.

Definition 4.3 FEs seien o, 5 > —%, A= °‘+§+1, v1,72 € R, NNM € N mit N > 4M
und g € C.(R) mit supp g C [—2,2]. Fur 6 € R definiert man

2M .
a, J (e ij
K\77(0) = E:g(M)p%%ﬂﬂk@ (4.14)
j=—2M
oM : Cm e
o, ] N ] N A i i
Ko (6) = Z:Q<M)<M_l+ﬁa <Mfw+iz+ﬂ> el (4.15)
j=—2M
2M ; .\ N+atB | j
N+a j\ MratB 4 g
K(Oé,ﬁ) 9 = j (Olﬂ) 1 o 1 J M M _ij6 416
00 = 3 ot m (Tar -1 ) e ()
J= M M
2M . . N+ j
K350 (0) = E:gQWW%%ﬂuwﬁz—y+M)N%%—ﬂjyﬁ (4.17)
j=-2M 7t

Mit den Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ in Satz 2.41 und Korollar 2.42 sowie den
Stetigkeitseigenschaften der hypergeometrischen Funktionen aus Abschnitt 2.6 ergibt sich
als erstes Hauptresultat dieses Abschnitts der

Satz 4.4 Es seien g € C.(R) mit supp g C [— 2 2] N,M € N mit N > 4M, K](\?’ﬁ)(Q),
K{%’P(Q), K(a B)( 0) gemdfl Definition 4.3 und 1/1 (k =0,...,2M — 1) gemdf$ Definition
4.1 gegeben.

1

1. Fur——<a<0 f>—5und0<0<m gilt:

g K(ﬁva) + 6 6 — ,8—%
o eost)] < cug [ Ko 10 Oullicosf —cong) 2y, (4.18)
0 (14 cos)3(1 —cos¢p) 2
2. Fira>0, 8> —% und 0 < 0 < 7 gilt:
a0 K(ﬁ’a) :i: _ ,l
B eos )] S [ U OEBNCRDZendVE gy (419
o (14 cosf)B(1 —cosh)(l —cosp) z
3. Fira=0, 8> —% und 0 < 0 < 7 qilt:
T KPg+0 0 —
T e e e N ()
6 (14 cos6)(1 — cosh)*t1(1 — cos gb)

4. Fdra>—%,ﬂ>—1 und 0 < 0 < 3 gilt:

(@.5) |KO‘5 (¢ — Gk)](cosqb—cose) d 4
[ (cos D] < cas / (1 — cos )~ (1+cos¢) 32 ¢, (4.21)
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5. Fira=— 2,ﬁ>—und0<0< qilt:

———do, (4.22)

( Qﬂ ( Qﬂ)
1—0039) (1 —|—cos€)i 2

0. Fu'roz>—%,ﬁ:—% und 0 < 0 < 7w gilt:

«

K20 £ 6,)

Wk (cost)| < ci(l + cos g)_o‘/
0

VM
cos & —cos 9)*~ 3 ..
( (f cosﬂ)) dv f'LLT’ - % <o < 07 (423)
asl
X4 (1—cosf)" %dﬁ fiir oo =0,
(1 —cosé)=- 1%&9 fir a > 0.

Beweis: Zur Abkiirzung setzt man n:= N — M + j und X := %ﬁﬂ Beweis von (4.18):
Wegen cos - cos 3 = (cos(a + ) + cos(8 — ) gilt

cos ((BM + 5)0) - cos (N — M + j)p — A — ¢))

1

_ _3%(ei(3M9k+(N*M)¢*>\(7T*¢)) L QU(+00) | i (=3MOF(N=M)p=A(r—9)) .eij(qb—ek)) (424)

2

und damit

M ‘ ~1/2
Z g (ﬁ) <h£~f’ﬁ)> Péﬁ’a)(l) cos((3M + j)0y) cos (g — A(m — ¢))
2M .
1 j 12 5, i e y
=3 Z g (M) (h( )) Pfsﬂ )(1)% (e (BMO+(N—M)p—\(m—9)) 'ej(¢+9’“))
s=—2M

~a’ﬂ
2M .
1 J (@8)\ V2 p(8.a) i(— —M)p—A(m—9)) _ ij(o—
- J L (ple > PO (1) ((-3MO+(N=M)6=\(m—9)) . ii(6—0%)
+2j;Mg M) (” w (DR (e ¢ )

] 2M : 12
_ 58% pl(EBMO+(N=M)p—X(7—9)) Z g (ﬁ) . (h%a,ﬁ)) Pfgﬁ,a)<1) RHCEN) ’
j=—2M

nach (4.14) insgesamt also

S () (He?) ™ P20 cos((31 -+ )3 cos 20~ A~ ¢>>'

j=—2M

<3 [KG o+ 60|

(4.25)

Wegen (2.57), (4.25) und weil h{*? = p{%*) ist, folgt daraus

1

(cosf — cos ¢)’ 2

(1—cos¢)aT+ﬁ
a+06+1 a+ 1 cosf —cos¢

F ; ———— || do.

X |2 1< 2 ) 92 76+27 1—COS§Z5 ¢

‘%ia’ﬁ) (cos 9)‘ < Cap - (1 + cos «9)_5/ K (0 £ 6,)]
0
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Schlief&lich ist wegen 0 < 0 < ¢ < 7 auch 0 < % < 1 und wegen 0 > o > —% auch

B+3— M - a+§+1 = —a > 0, so dass (2.23) angewendet werden kann und damit (4.18)
1nsgesamt bewiesen ist.

Beweis von (4.19) bzw. (4.20), (4.21): Mit den gleichen Argumenten wie beim Beweis von
(4.18) zeigt man zunéchst (4.25). Dann kombiniert man (2.59) mit (2.24), bzw. (2.59) mit
(2.25), bzw. (2.52) mit (2.26), woraus sich die gewiinschten Abschétzungen ergeben.
Beweis von (4.22): Fiir a = —1 und > 1 gilt

2M :
(e ..7 B _1 7l7ﬁ
[ (cos )] < \ T O ) cos(BM )0y 7)Y, (cos)
j=—2M
5 3 e i)
< ‘\/_ Z g ) cos (3M—|—j)¢9k)(hN Mﬂ)’?WPN Mﬂ(cosG)‘
- T
2M j L N8 g
a, -1 a+1,
*l g 3 oG eosGM + )00 ) TP st
j=—2M M M
— cos 03
<ci(1—cos) WM / |K ¢i0k)|(cos¢ COSBWQdCb
(14 cosf)
ot B 0 OH—l
a1 —eon0) AT [ KG9 00 20—
0 ’ (1 + cos@)

(4.26)

wobei im zweiten Schritt (2.35) und im dritten Schritt (4.18), die sich aus (2.30) ergeben-
den Identitdten

I(N=M+j+a+1)

P(Oé-i—lﬂ)‘(l) _

N=M+j I(N-M+j+1I(a+1+1)
_(N-M+j+a) 'N-M+j+a)
B a+1 (N -M+j+ 1T (a+1)

N—M+j—|—()é (a,8)
und
ol 'N-M+j—1+a+1)
P](\ij—f-)j’—l(l) =

I(N—-M+j—1+1)0(a+1+1)
(N =M +j) 'N-M+j+a)
 a+1l T(N-M+j+1)I(a+1)

N—-M+j B)
&—_HPN a5 (1)

sowie die trigonometrische Identitét

cos ((BM + 5)b) - cos (N — M + j)0 — )\1(7r —0))
_ }% (ei(3M9k+(NfM)07/\1(7r79))eij(9k 0) ) 3% ( i(3M0;— (NfM)9+A1(wfa))eij(ekw))
2
mit A\; := %ﬁﬂ angewendet wurden. Nach Einsetzen von a = —% und unter Beachtung
von (4.16) und (4.17) erhélt man schliefslich (4.22).
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Beweis von (4.23): Aus Satz 2.31 folgt zunéchst

oM .
(a,—1) 1 J 1)
P 2 (cosb) = — Z g(==) cos((3M +j)6’k) Ay (cosf)
VM j=—2M M
2M () 0
1 J —1) P2(N M+j )(COS(i)
=— > g(= ) cos((3M + j)i)pie B AICY o :
VM j=—2M M P2((N—)M+j)(1)

P(a a) 9
Auf den Quotienten 2(5(&”;)*”( (51(2)) wendet man nun im Fall —3 < o < 0 (2.57) und
2(N=M+7)

(2.23), im Fall @ > 0 (2.58) und (2.24) und im Fall o = 0 (2.59), (2.25) und die bekannte
Ungleichung logx < z (z > 0) an. Daraus erhdlt man unter Beachtung von

cos((BM + 7)0y) - cos(2(N — M + j)9 — A7 — 0))

_ %%(ei(SMOk—/\(7r—19)+2(N—M)19) L @U(2040k) | Gi(=3MO—A(m—9)+2(N—M)0) ‘eij(219—0k))

(hier mit A = ¢+ = ¢ + 1) und (4.14)

K229+ 6,)

1 0. .
|¢k (cos 0)] < C\/_M(l + cos 2) /g

9 _cos9)®~ 3 ;
foos g =cos9)” 2 19 fir —1<a<0,

(1—cos )«
% 0\—a (cos & —cos )~ ..
(1 —cos3) OT(M fir a =0,
%(cos 9 _ cosd)"zdd fir a > 0,
2
womit auch (4.23) und damit der ganze Satz bewiesen ist. |

Im nachsten Satz wird der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Basisfunk-
tionen wk *(cosf) und den Kernfunktionen K](W 71) ., (0) hergestellt. Dazu werden ei-
ne Asymptotik zur Darstellung der Bessel-Funktionen durch trigonometrische Funktio-
nen (vgl. Satz 2.11) mit Asymptotik verkniipft, mit der Jacobi-Polynome durch Bessel-

Funktionen (vgl. Satz 2.38) approximiert werden.

Satz 4.5 Es seien o, 3 > —3, g € C.(R) mit supp g C [—2,2] sowie N,M € N mit
N > 4M und N > o+ 3+ 1. Ferner seien K( /B) L 1(9) K](\jf)l . 1(0), K(a 5) L 3(9)
und K L 3( ) gemdfS Definition 4.3 und @/Jk (k; =0,...,2M — 1) gemdfs Deﬁmtwn

4.1 gegeben Dann gibt es zwei Konstanten ci,co > 0, so dass fiir alle % <6< %77 gilt

w1 KD (£ 6,)
M L4 Mz s ) (4.27)

10\ (cos 0)| < 019°‘<

n+2 + 1 I+1
(Mo)+2 (M0)z P (MO)"*3
und
(@,8) 1 M L [KSY (04 06,)
1017 (cos B)] < 07 -+ Sy
M(M6)z  (MO)"*= = (MO)+=2

(4.28)

UK O 001+ KT L (04 6)
+) v .

=0
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Beweis: Man setzt

_ - 1
M:=3M+3j, N:e=N— M+ undN*::N—M+j+%, (4.29)
woraus sich fiir |j| < 2M die Ungleichungen
IN N N IN N* N
- — < —<4— d-—< < 4— 4.
P VA VAl B Al Vs Vi (4.30)

ergeben.

Beweis zu (4.27): Nach Voraussetzung ist (N —3M)0 > Y24 > 1 weshalb Korollar 2.12
angewendet werden kann. Zusammen mit Satz 2.38 fiir m = 1 und € = § und (2.44) ergibt
sich damit

‘waﬁ) (cosf) ‘ =

) e cos(M0y,) (4.31)

oM , 1
Z (—) cos(MQk) . <h§$"ﬂ)> ’ P]%a’ﬁ) (cos @)
n—1 N ]
< — i
> Z Cll (M) (M
=0 j=—2M

cos(N*0 — ( a+ L+ )Z)
X ( 2

( o] )3) (4.32)
Sl S (I (1) () e
y cos(N]*Q —(a+3+10)3) (4.33)
(M6)+> 1
+ g c?,,l’ ij;M M icN-3g (ﬁ) (]]\\; ) = cos(M6),)
y cos(N*0 — (a+ 2 +1)%) (4.34)
(M6)+2
ZcM’ \/_ _MZMQ (ﬁ) cos(N6) (hgg’m)_é (g) h gn(N*e)‘ (4.35)
+Zc5l’ \/_ 2M 0 (ﬁ) cos(M6,) <h§gﬂ)>_é (g) h 61(9)‘. (4.36)

Abschétzung der [-Summanden in (4.32) und (4.33): Wegen

cos(M0y) cos (N*e—m%ﬂ%):%m (cHOMOH YA S04 405) 0400

N §R< MO (N= M+ 4849 (a1 4y T) 'eij(é’—@k))
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folgt analog zum Beweis von (4.25) und unter Beachtung von (4.29) und (4.15) fiir die
[-Summanden in (4.32)

2 @) E () () g con( R e 2+ 03

oM (4.37)
b (@) ‘

< — _|KY? (94

B (M@)ZJF% M@*lfﬁ(e O)

und fiir die [-Summanden in (4.33)

2M ~\ "2 , - R 1 x
(N J N* _ —~ cos(N*0 — (a+ 35 +1)%)
oM™t (—) g (—) ( ) 0~ cos(M6y,) - 2
JZ;M M M)\ M (MO)+
LAt
(M@)l“rg

N

K9 0+ ek)‘ < FM6) 267,

1
M~1-1-1

(4.38)

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass nach Voraussetzung M6 > 1 und nach

(4.15) auch )Kﬁjﬂl NCES ek)‘ < M ist.
T2t T2

Abschétzung der [-Summanden in (4.34): Es gilt

2M . -1 * 1 P
1o~ 3 (] N* I —~ cos(N 6—(a+—+l)—)
Z M~ 2¢N :Q(M)(M) 0~ cos(M6y,) (Me)H; 2

< c(AM +1) M2 (%) ol (37) 00

—1-2
<M <%> 0= (M) < ¢ MT'OT(MO) 2,

3
2

(4.39)

[N

wobei im letzten Schritt wieder (4.29) verwendet wurde.

Abschétzung der I-Summanden in (4.35): Wegen 6 > -7, N —4M > 0 und (4.29) folgt
N*0 > 1 und (2.16) liefert somit |2,(N*0)| < can(N*0)"""2 fiir alle 6 > - und unter
Beachtung von (4.29) damit auch

L ¥ <9) o (ped) 2 AN
— Z g | =) cos(M8b) (hy - ago(0?) - (—) ~En(N*0)
‘ VM =0 \M ( o ) 2
<cM E(AM +1)- Nz - ||a070||c[07%](]\7*g)—n—% : (g) (4.40)

N\ " 1
<c-M|— M)y 2.0«
< (M> (M6)

Abschitzung der [-Summanden in (4.36): Wegen 0 > -+, N —4M > 0 und (4.29) ist

wieder N > 1 und nach (2.40) und (2.17) folgt somit |e1(0)] < co (N*) ™" \/]\179 fiir alle




%7? <fg< % und man erhélt insgesamt

7 2,2 () oty (7)1 () e
< MTE(AM +1) - |lglloo - N7 - 67 My - (N) 71 (N°60) 72

<c <%) - 6= - (M6) 2.

Aus (4.37), (4.38), (4.39), (4.40) und (4.41) folgt nun unmittelbar (4.27).
Beweis von (4.28): Aus Satz 2.38 fiir m = 2 und ¢ = % und (2.14) folgt

1

2M .
pieotema] = | 32 0 () oo (157) ey cone
j=—2M

2M

i 350 () 157 (0)

=—2M

<

<) (1 o )|

7, 2, (i) o (67 3)

0 (N S Ja(N"0) - JaH(N*Q))

i1 S5 ) (47 (3)

+Co
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(4.41)

(4.42)

wobei man ausnutzt, dass die Funktionen ag g, ai,0, b0 und b; ¢ insbesondere unabhangig
von N, gemif Satz 2.38 analytisch auf dem kompakten Intervall [0, 2] und ihre Betréige
deshalb dort auch beschrankt sind. Nun wendet man auf (4.42) Korollar 2.12 an und die
gleichen Rechnungen, mit denen man die /-Summanden im Beweis aus (4.27) abgeschétzt

hat, liefern jetzt

(4.43)

1 J Y (e.P) AN *
T Z g( >cos(M0k) (hN ) 5 Jo(N70)
J 2M
<o (K00 + MUK, (0 0)]) 6
te Me) MO 4 e M (M) 207,
1 2M ] 1 0 -« 1
M a,f) 2 _ N* _
77, 25,7 (37 st (467) 7 (3) - vy
n—1
<ad Mooy (|KGD 00|+ M KT, L 0+00)|) 0

HesMT2(MO) 207 + ey(MO) 2077,

(4.44)
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1 - ap\ "z [0\ .
i ZQMg <—> cos(M6y,) (hgv ﬁ)) (§> Jot1(N70) ‘
<(;le (M)~ (’Kﬂj‘f)_l , Oiék)‘—i—M_l Ko, 3(9i9k)‘>9

=0
s M2 (MO) 207 + ¢4 (M) 207 (4.45)

und

2M
n—1
o) -1 (a,3) —a
<01IZ;M (o) (|, geiek)(+M KGO 0+00)])0
Fea M3 (MO) 2607 + ¢, M~ - (M) 207 (4.46)

Fiir den letzten Summanden in (4.42) folgt aus (2.40), Bemerkung 2.13 und (4.30) zu-

niichst e2(0)] < CoM~ () 7F L und damit

i 8o emm (1) (5) et

N\ % 1 )
c(4M + 1o~ M~2 <—> < cM Y M) 26~
(4 + 1) V) o SN 00)

(4.47)

Unter Beachtung der Tatsache, dass ’K(a P) = Qk)‘ < cM geméfs (4.15) und der

Voraussetzung, dass M6 > 1 ist, ergibt sich (4 28) schlieflich aus (4.43), (4.44), (4.45),
(4.46) und (4.47). n

Fiir den Sonderfall o = —% lassen sich die Abschétzungen aus Satz 4.5 verbessern und
sind nicht nur auf [+ e 27‘(], sondern sogar auf [0, %W] giiltig, was fiir die Abschatzung der
Lebesgue-Konstanten fiir diese Spezialfille von besonderer Bedeutung ist (vgl. beispiels-

weise Satz 4.19).

Korollar 4.6 Es seien o« = —%, > —%, g € C.(R) mit supp g C [-2,2], N, M € N

mit N > 3M, wkaﬁ (kz = 0,...2M — 1) gemdfl Definition 4.1 und K](\;’f)_l(H =+ 0),
K](‘j’ﬁ) (9 + 0), KM L (9 + 0x) und K, O‘ﬂ) 30 £ 0k) gemdf$ Definition 4.3 gegeben.
Dann gzbt es Konstanten cl, Co,C3,c4 > 0, S0 dass fiir alle 0 <6 < %71’ qilt:

W,(c_i’ﬁ)(cos 0) < clM’%

KD 0+ ek)) topME (4.48)

1
M,§,7§
und

\L/J,(JE’B) (cos )] < clM

0+ 0k)‘ M3

B K@ (0+6,)
(’ : e (4.49)

1
M’7§777

s M2

6+ ek)‘ FeME
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Beweis: Beweis von (4.48): Analog zum Beweis von (4.27) folgt die Behauptung aus
Korollar 2.12 fiir n = 1, Satz 2.38 fiir m = 1 und ¢ = § und (2.44), allerdings mit

folgender Vereinfachung: nach (2.13) ist Jfé(q:) = \/g cosz fur alle z € R\ {0}, so dass
£1(z) = 0 gemif Korollar 2.12 ist. Somit sind die Summanden in (4.35) und mit ihnen
die (M 0)7n7%—Terme aus (4.40) fiir alle 0 < § < 27 und aus Stetigkeitsgriinden auch fiir
6 = 0 identisch Null. Fasst man die verbleibenden Summanden zusammen, ergibt sich die
gewiinschte Abschétzung (4.48).

Beweis von (4.49): Wie im Beweis zu (4.28) wendet man zunéchst Korollar 2.12 fiir n = 1,
Satz 2.38 fiir m = 2 und ¢ = § und (2.44) an. Zusétzlich beachtet man wieder, dass
geméfs (2.13) und Korollar 2.12 die &1(x) = 0 sind fiir J1 () und J_%(a:), weshalb die zu

(4.35) bzw. zu (4.40) analogen Terme identisch gleich Null sind und die (M 0)_"_%—Terme
auf der rechten Seite von (4.28) und damit auch in (4.49) verschwinden. Damit ist (4.49)
bewiesen. |

4.2 Lokalisierungseigenschaften der Kernfunktionen

Als Hauptresultat dieses Abschnitts wird das Lokalisierungs- und Wachstumsverhalten
der in diesem Kapitel benotigten Kernfunktionen hergeleitet (vgl. Satz 4.12). Dazu orien-
tieren wir uns am Vorgehen von Petrushev und Xu in [35], wobei ihre Methoden allerdings
ausgearbeitet und verallgemeinert werden miissen, weil einige der hier betrachteten Kerne
im Vergleich zu [35] algebraisch komplexer sind.

Zunéchst werden die in in Definition 4.3 betrachteten Funktionen auf eine etwas um-
fassendere Klasse von Kernen zuriickgefiihrt. Fir o, > —3, f == f Noag € C.(R) mit

supp f C [-2,2], G : Rt — R* und N, M € N mit N > 4M definiert man
2M 5
K(0) = 3 J(SGIN = M 4 s)e™. (4.50)
s=—2M
Im Folgenden werden die Lokalisierungseigenschaften dieser verallgemeinerten Kernfunk-
tionen untersucht. Es gilt das
Lemma 4.7 Es seien o, 3 > —%, G : Rt — RT eine analytische Funktion und Cg € R
eine Konstante, so dass fir alle k € Ny Konstanten ¢ > 0 existieren mit
‘G(t)(k)‘ < it fiir alle t > 1. (4.51)

Es seien ferner f € CL(R) mit r > 2 und supp f C [—2,2], N,M € N mit N > 4M,

ar(t) = {g(ﬁ)G(N — M +1t) ]:I;TT’L;E [—2M, 2M], (452
und X N
Oum(t) = o /R drr(€)e"tdg (4.53)

gegeben. Dann gilt - B
O (t) = on(t)  fir allet € R (4.54)
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und

N Cg MCa+1
) ( fir alle t € R, (4.55)

v e (37) i

wobei ¢, f = ¢, - MaXo<j<r ||f(j)||L1(R) ist.

Beweis: Nach Definition 2.44 ist
— 5 [ GO = @Y ()
Tor oM oM ‘

Weil nach Voraussetzung ¢ stetig und eine L'(R)-Funktion ist, kann Satz 2.46 angewen-
det werden und man erhélt

Ga1(t) = 5 (Bus) (=) = o= (B3 T (1) = Durlt),

womit (4.54) bewiesen ist.

Nach der Definition von ¢;; und dem bekannten Satz iiber die Stetigkeit parameterabhén-
giger Integrale muf ¢, stetig sein. Wie oben gezeigt, ist aber auch ¢y, (t) = %(ng)A(—t),
so dass wegen ¢y, € C2(R) nach Satz 2.47 auch ¢y (t) cine L'(R)-Funktion ist. Aus den
Satzen 2.47 und 2.46 folgt somit fiir alle s € N

(;; @M(f))) (—t) =1°(-t)° (@)A(—t) = 2mi*(—t)*dur (1)

und nach Definition 2.44 also

i° d® - ,
Foult) = 5 [ G @m()ea (4.56)

fir alle s € N und ¢ € R. Mit der Produktregel von Leibniz ergibt sich aus (4.56) nun

|MMW§AI
Z

jﬁ(ﬂﬁﬂ%N—Af+@)Mf

(] G(r=3)
()3 [1repeean - ar + g

I
oMﬁ I

s

(; %/ |f9O () GE=D(N — M + Mu)|du
; -2

J

(4.57)

IA

()25 [ 179y = 0+ dtye

=0

T N T
SCTZMJMCG ﬂ/ T

<.

7=0
N e
< - CG+1 r
—C’“(M) M max (117w

und somit

N CG -7 —Tr
w0l < s (7)) MO (4.59



65

fir alle t € R\ {0}. Dabei konnte wegen N — 4M > 1 im vierten Schritt von (4.57) die
Voraussetzung (4.51) angewendet werden. Im sechsten Schritt wurde benutzt, dass wegen
supp f C [-2,2] und N > 4M die Ungleichung 2% > & —1+u > &£ —3 > 147 > 1 fiir
alle u € [—2,2] erfiillt ist, also keine Singularitdten im Integrationsbereich zu befiirchten
sind. Analog und sogar einfacher erhdlt man direkt aus (4.52) und (4.53)

N

Ca
o0l < (5) M e, (4.59)

Fiir [¢| > 7 ist HTMM < M|t und fiir 0 < [t| < 57 ist 1 < m, woraus zusammen mit
(4.58) unmittelbar die Richtigkeit von (4.55) folgt. Der Sonderfall ¢ = 0 ergibt sich direkt
aus der Ungleichung (4.59). Damit ist auch (4.55) und das Lemma insgesamt bewiesen.ll

Nun lassen sich fiir uns wichtige Lokalisierungseigenschaften der verallgemeinerten Kerne
aus (4.50) herleiten. Es gilt der

Satz 4.8 Fs seien o, 3 > —%, G : Rt — R" eine analytische Funktion und Cg € R eine
Konstante, so dass fir alle k € Ny Konstanten ¢ > 0 existieren mat
’G(t)(k)‘ < cpte™* fiir alle t > 1. (4.60)

FEs seien ferner f € CI(R) mit r > 2 und supp f C [—2,2] und N, M € N mit N > 4M.
Dann gilt fir alle |0 <7

N Ca MCG+1
ke oy <e (N = 4.61
KA OI<es (3) s (161
und fir alle0 <O <mund 0 < p <7
N Ca MCG+1
KD 0+0) <ecop|— 4.62
KO <o () oame (4.62

wobei ¢, p = c(a, B,7) - maxo<y<, || f || 11wy ist.

Beweis: Beweis von (4.61): Wie in (4.52) und (4.53) definiert man ¢, und (b ar und beweist

wie in Lemma 4.7 die Identitét qu( ) = ¢ () fiir alle ¢ € R. Somit ist o reellwertig,
hat einen kompakten Tréger und ist mindestens zweimal stetig differenzierbar, weshalb
nach Satz 2.47 schlieflich auch (ngM) eine L'(R)-Funktion ist. Insgesamt ldsst sich nun
die Summationsformel von Poisson aus Satz 2.50, 2. mit w = 1 anwenden und man erhélt
unter Beachtung von suppf C [—2,2] und der Definition in (4.50)

K](facﬁj)vf Z on (7)€’ Zcb )e'?’ Zgﬁ IJG—ZTZng (277 +0). (4.63)

j=—2M JEZL JEZ JEZ
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Nach (4.55) existiert ein ¢, s > 0, so dass fiir |§] < 7 gilt

(@) ' N\ e MCa+1
KGO < 2l S oneni+0 <Y () o
JEZL JEZ
N\  ppCa+i N s MCctl
= o (M) (L + Mgy (M) ; L+ M(2j — m)r
N Ca MCa+l N Ca MCa+l X2 '
SC”(M> <Luwmr+”JG?> U+MV;?4
N Ca MCa+1
< o (M) RS (4.64)
Dabei ergibt sich (4.64) wie folgt: Fiir [#] < 1 gilt offensichtlich — 1+M < 1+M|9|, fir |6] > 1
gilt offensichtlich:
<<
(1+ M) (161 + M|o1)" (L+Mlop = (1 + Mo~
Nach Voraussetzung ist aber auch r > 2 und somit Z J~" < 00, was insgesamt (4.64)

beweist. Damit ist auch (4.61) bewiesen.
Beweis von (4.62): Esseien 0 < <mund 0 < ¢ < 7. Fir 0+ ¢ < mwist |0 — | < |0+ ¢,
woraus sich (4.62) durch direktes Einsetzen in (4.64) ergibt.
Fiir 2r > 0 + ¢ > 7 ist auch |27 — 6 — ¢| < 7. Ferner ist
0+ ¢ =27 > [0 — ¢, (4.65)

denn fiir 6 > ¢ gilt

0+¢—2m|=2r—0—@>0—p >0,
was wegen 7w > 6 offensichtlich stimmt, und fiir ¢ > 6 gilt

0+¢—2m|=2r—0—9>p—02>0,

was wegen m > ¢ offensichtlich auch stimmt. Damit ist (4.65) bewiesen.

Wegen (4.64), (4.65) und weil K](caGﬂ ])\4(0) nach Definition in (4.50) ein trigonometrisches
Polynom ist, ergibt sich

K0+ @) = K e, (0 + ¢ — 21)|

- (N)CG MC’G—H
C?" . —_—
=T\ M ) A+ M0+ ¢ —2x])

_ ( N ) Ca MCa+1
Cr f s )
=AM ) A+ M6 =)

womit (4.62) und damit der gesamte Satz bewiesen ist. |

Aus dem vorangegangenen Satz erhdlt man unmittelbar das

Korollar 4.9 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.8 gilt

|EFER 0] < eV, (4.66)

wobei ¢, p = c(a, B,1) - maxo<y<r || f|| L1y ist.
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Beweis: Die gewiinschte Abschétzung ergibt sich nach einer einfachen Integration unmit-
telbar aus (4.61). [ |

Im néchsten Lemma werden niitzliche Abschitzungen fiir die L'(T)-Normen und fiir Inte-
grale iiber Summen von Produkten verschiedener verallgemeinerter Kernfunktionen her-
geleitet. Es gilt das

Lemma 4.10 FEs seien o, 3 > —%, Gi: Rt — RT, Gy : RT — RT analytische Funktio-
nen und Cg,,Cq, € R Konstanten, so dass fiir alle k € Ny Konstanten c, > 0 exitsieren
mit

}Gl(t)(k)| < etk und ‘GQ(t)(k)‘ < cptPe2k (4.67)

fir alle t > 1. Es seien ferner fi, fo € CZ(R) mit r > 2 und supp fi,supp fo C [-2,2],
N,M € N mit N > 4M und 0, := 21““77 fir k = 0,....,2M — 1. Dann gibt es eine

Konstante ¢, f, 1, = Capr maxog,,gr{Hfl HL1(R ) Hf2 iy} >0, so dass

3 ke (.0) N CartCes
/ Z K e ar(s £ 00)| - 1K o) 0 (E £ 00)|dE < e, (M) MCer+Cay+1
(4.68)
fiir alle s € [0, 7] ist.
Beweis: Aus (4.61), Lemma 2.53 angewandt auf o(z) := —(1+ﬂl\z|)r und Korollar 4.9 folgt
4

x2M—1

‘/ }:ykfgi (5 + )| [ K2 (¢ = 6,)|dt
0

2M—1 ( )001 M Ca +1 (%)CGQ M Cay+1
Cr dt
), X e G (7 5
- C’Gl-i-Cc:2 MCaoy+Cay+2 N Ca,+Cay
(M) Ca,+Cay+1
S /0 C"'v#vflvf? (1 + 1_Tr6|4]7\T48 _ {TMDT dt S Crnuvfhfé (M) M %1 G2 .
(4.69)
Damit ist (4.68) und das Lemma insgesamt bewiesen. |

Jetzt konnen die Lokalisierungseigenschaften der Kernfunktionen aus Definition 4.3 her-
geleitet werden. Zur Abschétzung der Kerne in (4.14), (4.16) und (4.17) bendtigt man
ein technisches Lemma, zu dessen Beweis man Methoden aus [35] anwendet. Diese Me-
thoden miissen allerdings verfeinert werden, da im Unterschied zu [35] nicht nur G(¢) mit
G(n) = KPP (1) (n € Ny) zu betrachten ist, sondern die algebraisch komplexere
Funktion G(t) mit G(n) = (A)=2 P (1) (n € Ny) zu untersuchen ist.

Lemma 4.11 FEs seien o, 3 > —% und die Funktion G, p: Rt — R" sei definiert durch

aw@y:(@+“+§+1y

T(t+a+1) F(t+(a+ﬁ+1))>2 (4.70)

I(t+1)  TE+8+1)
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Dann ist Go 5 analytisch auf R™ und fir alle k € Ny existieren Konstanten ¢, > 0 mit

\Ggfg@)\ < Chap 1TEE fir alle t > 1. (4.71)

Beweis: Nach Satz 2.5, 1. ist die I'-Funktion holomorph auf C\{0, -1, —2, ...}, insbeson-
dere also analytisch auf R* und nach Satz 2.5, 2. ist I'(x) > 0 fiir alle x > 0. Wegen
a, 3> —% ist auch a+4+1 >0, %ﬁﬂ >0,a+1>0,84+1>0,also G, (t) > 0 fiir alle
t > 0. Nach einem bekannten Satz iiber die Komposition und Inversion von Potenreihen
(vgl. [23, Kap. 14.2, Satz und Folgerung 1|) folgt nun die Analytizitidt von G, g(t) fiir alle
t > 0.

Beweis von (4.71): Mit I'(t + 1) = ¢tI'(¢) fiir alle t > 0 erhélt man durch Erweitern

(t+ 1)(t+ Nt +2)) Pt +a+ 1)\
Goot) = (s )
— ((t+1)(t+>\)(t+2A—1)...(t+al)%
1 (4.72)
X (t+ﬁ+1)(t+a+1)...(t+a2)%)2

T(t+a) T(t+a) \?
:<p(t)' T(t +2) 'F(t+ﬁ+2)> ’

wobel

l+a+p3

ap:=(a+p+1)—|la+B+1],a:=a+1—|a+1] und X := 5

gesetzt wird und |x| diejenige grofste ganze Zahl bezeichnet, die kleiner ist als x. Offen-
sichtlich ist dann
0<ai,ay <1 (473)

und p(t) ein Polynom mit
gradp=a+B+1]+2+1+ [a+1]. (4.74)

Jetzt zeigt man, dass fiir alle [ € Ny mit 0 <[ < k Konstanten ¢; > 0 existieren mit

dl F(t + al) 1
— (=2 < - -t7F 2l firallet >1 4.
dt! ( T(t+2) N ur alle ¢ > 1, (4.75)
— = || < -t i alle t > 1 4.76
dtl< rt+5+2) )] = * e (4.76)
dl Llorad p—1 ¢
T ( p(t)> < ¢ - t28P fiir alle t > 1. (4.77)

Beweis zu (4.75): Wegen (4.73) ist 2 > a; > 0, so dass mit 0 := a+ [ — |a + [+ 1] Satz

2.8, 3. verwendet werden kann. Deshalb und wegen der Analytizitat von % auf R™

existieren also fiir alle [ > 1 Zahlen ¢; > 0 mit

¢ (M)

— < et~ )= fiir alle t > 1. 4.7
el P(t+2))‘—q Hratet = (4.78)
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Speziell fiir [ = 0 ist B((]U) (a) = 1 nach (2.9), weshalb insbesondere ein ; > 0 existiert mit

I T (
0< 1o < Lt

. 1
2B( )(al)t fiir alle t > t,.

2 2= = T(t+2) —
Wegen der Analytizitdt von 1}%:?3 existieren somit zwei Konstanten ¢, ,co; > 0, so dass
1 L(t+ay) 1
0<ecyy o < XS < ol amay fur alle t > 1. (4.79)

Es bezeichne jetzt S(1) (I € Ny, 0 <[ < k) die Menge aller I-Tupel «, bestehend aus ganzen
Zahlen a; > 0 mit 22:1 ic; = [. Aus Lemma 2.51 zusammen mit den Ungleichungen (4.78)
und (4.79) folgt nun fiir alle / mit 0 <! < k und alle t > 1

k .
A T/ o) Coy | ————= LT )
[ = o -
dt F(t + 2) aes(l) F(t + 2) Pl dt t + 2)
< Z Car lt (2—a1)3+(2—a1) X8 o H H(=(2—a1)—i)a;
aesS(l)
< Z Ca —(2—a1) +(27a1) Zf:l a;—(2—a1) Zle a;—1 < Col ltf(Q,al)%,l
aesS(l)

womit (4.75) bewiesen ist. Analog beweist man (4.76).
Beweis zu (4.77): Weil p(t) ein Polynom ist, gibt es fiir jedes | > 1 offensichtlich eine
Konstante ¢; > 0 mit

dl

P = ¥4 P! fiir alle ¢ > 1.

Nach (4.72) ist p(t) ein normiertes Polynom mit
n:=gradp= 2\ +24+ 1+ |a+ 1],

dessen Koeffizienten sdmtlich positiv sind, so dass p(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 ist und Konstan-
ten cg, o > 0 existieren mit

0 < Gote4? < p(t) < cot®? fiir alle t > 1.

Aus Lemma 2.51 erhdlt man somit fir alle ¢ > 1

k

j;(m_)'«wZ e L ()

aeS(l)
k k
< CaB.l E t?n*”Zizl athi:l(”*Z)az < Ca,B.l t%"*”Zi:1 a;i—l4n3l g o < Ca B t%grad pfl’
aeS(l)

womit auch (4.77) bewiesen ist.
Aus (4.75), (4.76), (4.77) sowie (4.72) folgt mit der Produkt-Regel von Leibniz fiir alle



ko k—i dk—i—i F(t+a1) dJ F(t+a2)
k;z dtl< >‘ dtkij< F(t+2)>" @( F(t+ﬁ+2)>‘

—1
< Caﬁkzzt [2AJ+2+[a+1]+1) F—i—(2—a1)- 3 —(k—i—j)—(B+2—az) 3 —j
=0 5=0
k  k—i
= Capi Z Z 32243 la+1] =3 +@A—[2X)) §—h—B5 +5 (at1)—§ [a+1]
i=0 j=0
k  k—i

1 1
= Ca,B,k Z Z ta+§_k < CaBk * lfa+§_k

i=0 j=0

Damit ist (4.71) und das Lemma insgesamt bewiesen. |

Jetzt konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

Satz 4.12 FEs seiena,ﬁz—%, VI,VQER,NMGNmitN>4M und N > a+ 6+ 1.

Ferner sei g € CT(R) mit r > 2 und K& 0), KeP (g ; K20y und K9 (0) seien
c M M y1,7v2 1,M 2,M

gemdfS Definition 4.3 gegeben. Dann gilt fiir alle 0,p € [0,7]

NNz pgotd
K0+ ) <e [ = 4.80
K00l () o (4.50)
N ’Yl+')’2 M
Koéﬁ) 0 - <e | = 4.81
| M’Yl’Yz( 410)| >cC (M) (1+M’9_§0DT, ( 8 )
KeD @+ <e [ T e (4.82)
b -\ (1+ M0 — )"’ '
N\ Mt
K0+ ) <e [ = 4.83

wobei ¢, = Co 5, - Maxo<y<r |¢") || L1(r) ist.

Beweis: Beweis von (4.80): Es gilt G, 5(n) = (hiP) =2 Pi™P)(1)20+A 1 (o + 1) fiir alle
n € Ny geméf (2.30) und (2.32). Wegen Lemma 4.11 kann Satz 4.8 mit f(¢) := g(¢) und
Cq, , = a + & angewendet werden, woraus sich schlieflich auch (4.80) ergibt.

Analog beweist man (4.82) bzw. (4.83), wobei man fi(t) = g(t) (% —1+1¢) baw.
fot) == g(t) (& — 1+1t) setzt und beachtet, dass sich aus den Tréger- und Differen-

zierbarkeitseigenschaften von f; bzw. fo unmittelbar maxo<,<, || fl(y)|| e < cg% bzw.

maxo<, < ||f2(”)||L1(R) < ¢, ergibt. Der Beweis von (4.81) folgt wieder aus Satz 4.8,

wenn man G(t) = 1 und f(t) == g(t) (& —14+¢)" (& =1+ 2 +1)™ setzt, also Cg = 0
und maxo<, < || f i)y < ¢ (%)Vlﬂz ist, was sich unmittelbar aus den Triiger- und
IN -~ N

Differenzierbarkeitseigenschaften von g sowie aus 1 < 34; < 3; —1+1¢ < 2% und
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< MHA 7 4 ¢ <28 (¢ € [-2,2]) ergibt. Damit ist Satz 4.12 bewiesen. [

=
g[=

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich das

Korollar 4.13 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.12 gilt

1
o N\°*2 1 o N e
K om <o (57) M G em <o (37)

3 3
N Oé+§ 1 N Ol+§ 1
”K HLl(T < Cr (M) Ma-‘rz und ||K§7O;\f)”L1(T) S Cp <M> Ma+2

wobei ¢, = Co g, - Maxo<y<r |¢" || 1®) > 0 eine von N, M unabhingige Konstante ist.

Beweis: Diese Abschiatzungen ergeben sich nach Anwendung von Satz 4.12 und Integra-
tion der entsprechenden Terme. [ |

4.3 Beschranktheit der Lebesgue-Konstanten von W :M)

In diesem Abschnitt wird bewiesen, dass die Lebesgue-Konstanten der Rdume W M)
gleichméfbig beschrankt sind (vgl. Hauptsatz 4.21). Der Beweisansatz besteht darin, das In-
tegrationsintervall der L} ﬁ[ 1,1]-Norm in Teilintervalle zu zerlegen, die von s abhéngen
und auf diesen Teilintervailen dle in den letzten Abschnitten bewiesenen Abschatzungen
geeignet zu kombinieren. Der Beweis der Sétze 4.16 und 4.17 beruht dabei insbesondere
auf Satz 4.4, d.h. mit solchen Abschétzungen kombiniert, die von den Dirichlet-Mehler-
Formeln aus Kapitel 2.8 Gebrauch machen. Der Beweis von Satz 4.18 beruht insbesondere
auf Satz 4.5, d.h. auf der Kombination der Asymptotiken aus Satz 2.38, Satz 2.11 und
Korollar 2.12.

Im néchsten Lemma zeigen wir, dass das Supremum der L}, ,~Norm von (4.1) nur noch
auf x € [0, 1] zu untersuchen ist. ’

Lemma 4.14 Es seien o, > —%, g € C.(R) mit supp g C [-2,2], N,M € N mit

N > 4M, wlio"ﬁ) (k=0,..,2M — 1) gemdfl Definition 4.1 gegeben und s* :=m — s. Dann
gilt fiir alle s € [3,7]:

- 2M—1
/ Z |¢;(€a’ﬁ)(COS s)| - |1/},(€O"ﬂ)(cos t)|wa,g(cost) sin tdt
0 k=0

i (4.84)

=/ Z W (coss™)]| - W,(f’a)(cost)\wﬁya(cost)Sintdt.
0
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Beweis: Man setzt k* := 2M — k — 1 und j := N — M + j. Wegen (2.29) und weil

hiP) = p{P*) ist, folgt unter Beachtung von (3.14)

2M
P (cos(m —u)) = Y cos((3M + j)6;) (h,;,aﬁ))
j=—2M
2M
= 3 cos((3M + 5)6y) (hf a>)
j=—2M
2M
= 3 cos((BM + j)(r = 6)) (—)N M (n)
j=—2M
= ()N, (cos w).
Nach der Variablentransformation ¢ = 7 — t* und unter Beachtung von s = 7 — s* ergibt
sich daraus

~1/2
Pfj(a’ﬂ)(cos(ﬁ —u))

1/2 .
(=1)N M P (cos u)

~1/2
P;Fﬁ’a) (cosu)

x2M—1
/ Z |¢( ﬂ) (cos s)| - |@Z),(€a”6)(cost)|wa75(cost) sin tdt
0
02M 1

= / 7 2 (cos 57| - ™ (cos(m—t"))wa(cos(m—t*)) sin(r — £)(~1)dt* (4.85)

w2M—1

= / Z 107 (cos )| - [0 (cos t*)|wp.a(cos t*) sin t*dt*
0 k=0

Damit ist Lemma 4.14 bewiesen. |

In die folgenden Rechnungen geht wiederholt ein eher technisches Lemma ein, das zunéchst
bewiesen werden soll.

Lemma 4.15 Fir alle « > —3, § > —3 st

l\’ll»—t

sup (1 —coss)™@ /05 <C?1S:Zi;0(;0;)s)aﬁ_2 d¢ < 0. (4.86)

5€(0,3]

Beweis: Bekanntlich gilt 1 — coss = 2sin*(£), cos¢ — coss = 2sin(*5% d’)sin(sgqs) und
%gb <sin¢ < ¢ fiir alle 0 < ¢ < 7. Zusammen mit der Variablentransformation ¢ = u - s

erhilt man daraus

o [ (cos¢p — cos s)a*% * s 2 o L
_ d i 5d
(1 —coss) /o (11 003 ¢)a2ﬂ ¢ < c/o s 2% (s* — ¢7) ¢

1 1
<es gl 5/ (1-— uQ)O"%du < c/ (1-— uQ)O"%du <,
0 0

wobei im letzten Schritt die Voraussetzung a > —% zur Auswertung des Integrals ausge-
nutzt wurde und die Konstanten ¢ > 0 insbesondere von s unabhéngig sind. Damit ist
(4.86) bewiesen. |

Jetzt beweist man den
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Satz 4.16 Es seien a > —%, 6 > —%, g € CI(R) mit r > 2 und supp g C [—2,2],
N, M € N mit N > 4M und w,ia”g) (k =0,...2M — 1) gemdfl Definition 4.1 gegeben.
Dann gibt es eine Konstante cgyq > 0 mit

2M 2M—1 N 2max{a,B}+1
sup / Z |¢k *M(cos s)] - |¢( ﬂ)(cost)|wa”g(cost) sintdt < ¢gra. (M) :

(4.87)

Beweis: Man beweist die Abschétzung zunéchst fiir alle s € (0, 7], der Fall s = 0 ergibt
sich dann unmittelbar aus der Stetigkeit der Basisfunktionen. Sei also 0 < s < 7. Zuerst
zeigt man

-1 atl
a a 3 1 (N 2
> [ cons)| ol Vteost)] < cprmateinett ()T sy

Beweis zu (4.88): Wegen M > 1 ist 52 < 3
’P](Va @H cost) ‘ < Co 3N und (hg\?”%ﬂ)—%
alle 0 <t < 3 . Damit erhalt man

5 und aus den Satzen 2.29 und 2.27 folgt

<
< caﬂ\/ﬁ fiir alle j = —2M, ..., 0, ..., 2M und

2M

,] 1/2 o
> gl cos (3M + )0 (h§: %) PR (cost)

(4.89)

Aus Definition 4.50 und Satz 4.4, 4. ergibt sich unmittelbar

1

N\ M+ (cos ¢ — cos )3
1% (cos s)|<cyras| — (cos ¢ — cos s) —do. (4.90)
k g7 I 718 +5
M 0 (1 —coss)*(1+ M|p— 0k])"(1+ cos ) 2

Schlieflich gilt wegen r > 2 die elementar zu beweisende Ungleichung

2M—1

ZO 1+M|¢> o) = CTZ v (4.91)

fir alle 0 < ¢ < 7. Nun setzt man (4.89) und (4.90) in die linke Seite von (4.88) ein,
fasst den entstehenden Term mit (4.91) zusammen und wendet Lemma 4.15 an. Damit ist
(4.88) bewiesen. Wegen 52 < I ist w, g(cost) sint ~ t***! so dass sich nach Integration

(4.87) ergibt. [

Im Beweis des folgenden Satzes wird eine Grundidee der gesamten Arbeit erkennbar. Er
beruht wesentlich auf den Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ aus Satz 2.41 und Korollar
2.42 und ist einer der umfangreichsten Beweise dieser Arbeit. Insbesondere in (4.105) wird
deutlich, weshalb das L/, s-Integrationsintervall aus (4.1) in der Regel in drei Absschnitte
zu unterteilen und das Integral dort jeweils einzeln abzuschéitzen ist.
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Satz 4.17 Es seien«a, 3 > ——, g € CI(R) mitr > max{a+F+2,2} und supp g C [-2, 2],
N, M € N mit N > 4M und w,ia’g (k =0,...2M — 1) gemdfl Definition 4.1 gegeben.
Dann gibt es eine Konstante ¢ = cgr0p5 > 0 mit

»2M—1

2max{a,B}+1
sup Z 15 (cos 5) ||\ (cos t)|wa,g(cos t) sin tdt < ¢ (M) (4.92)

se[ﬁ 5

(NI

2max{a,B}+1
sup / Z W (coss)|- ‘¢a5)<COSt)‘wa’g(COSt) sintdt§c<M> . (4.93)

sG[O

Beweis: Beweis von (4.92) fiir a > 0: Zuerst zeigt man

Qle‘W) t\/ ot (27T M9+ cos t — cos )P4
COSS COS

—dv.
(14 M|9])"(1 4 cost)’(1 — cost)*(1 —cos)) =z

(4.94)

Beweis zu (4.94): Aus (4.14), (4.80) und Satz 4.4, 4. bzw. Satz 4.4, 2. erhélt man

s o 2 Ma+1 %
’w,(ga’ﬁ)(cos 8)‘ < / Curas (37 ) (cos ¢ — cos )" —d¢ (4.95)
0 (I —coss)®(14+ M|p— 0])"(1+cosp) 2
bzw.
(a,B) g Cgraﬁ( )ﬂ+2 Mﬂ+1(COSt—C0819>
‘W’ (cos t)) < / . (4.96)
t (14 cost)B(1—cost)(1+ M| —6k])"(1 —cosd) =z

Aus Lemma 2.53 zusammen mit den Argumenten, mit denen auch (4.69) in Lemma 4.10
bewiesen wurde, folgt
2M—1

1 1 1
I; (L Mo — ) (Lt M9 — 6y ~ U+ Mg —a) (4.97)

wobei ¢ = ¢; > 0 eine nur von der Funktion f(z) := (1+\ G
WZQS‘Z?EZ%sundOggzﬁgsS%folgtﬁZ%gbunddamlt

v
V-2 . (4.98)
Nach dem Einsetzen von (4.95) und (4.96) in die linke Seite von (4.94), dem Vereinfachen
durch (4.97) und (4.98) sowie der Anwendung von Lemma 4.15 erhélt man
2M—1

Z ‘w,gavﬁ)(cos S)‘ . ‘%(ga’ﬁ)(cos t)‘
k=0

abhéngige Konstante ist. Aus

N a+p+1 s 2M—1 1 1
<Cora Ma+ﬁ+2/ /
- ’5<M> Z (1+ Mlop—0x])" (1+ M9 — Oc])r
- 2 t—cos¥)P 2
X (1 —coss)™@ (cos ¢ — cos S) o3 : (1 +cost)™P(1 —cost)™ (cost — cos B)_ - dedd
(14 cosep)” (1 —cos?) =z

[

a+p+1 a+8+2 _ a—3
M _(cosd — cos s)* 2
< Cyra / / (1 —coss)™@ =
g ‘*( > (1+ Mo =]y (1 + cos9) "+

(cost — cos 19) B3
(1 — cos 19)

x(1+cost)™P(1 — cost)™ dodd

Q
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< ( )a-l-,@-l-l / MOH—ﬁ-‘r? 1 )701 (COS ¢ — COS S)a—%
Cq,r,a — COS S =
o 1+ M) (1+ cos §)
-3 _,(cost — cos ) p—3
X (1+ cost)™”(1 — cost) ——dodv
(1 —cos?) 2z
A /7T Mo+Bt (cost — cos 19) %
< Corap | 75 (1 +cost) (1 —cost)™® v,
’ ﬂ(M) ¢ (1L+ M) (1 — cosd) ="
(4.99)
womit (4.94) im Fall o > 0 bewiesen ist.
Jetzt zeigt man fiir alle %s <t<m:
T Moetht2 (cost — cos1))#~1/2 M?2a+2
(1 )P (1—cost)™ 9 < 4.100
/t (1+ MWDT( Feost) (1 ~cost) (1 —cos®))(B-e)/2 " = C(l + Mt)r+e=5 ( )

Beweis von (4.100) fiir 3s < ¢t < Z: Bekanntlich ist mz(1 — 2) < sinwz < 7 fiir alle
0 <z <1, woraus
t+9 LU+t 9+t V-t v—t 0

—1
< sin < und —— < sin < — (4.101)
8 2 2 8 2 2

fiir alle ¢, ¥ mit 53; <t < § und t <9 < 7 folgt. AuRerdem gilt auch

t+9 . U—t v 1V
cost—cos v = 2sin J; -sin 5 1—cos ¥ = 2sin’ B und 1+cos?d = 2 cos? 5 (4.102)

Aus der Anwendung von (4.101) und (4.102) auf die letzte Zeile von (4.99) erhélt man

w\»—t

(14 cost)?(1 = cost
1+M|19|)T( ) ) (1 — cosd) ="

T fotBr2 (192 _ t2)5_%
< ¢, {2 do 4.103
<eos | o (4.103)

T Mots+2 t23—1<u2 _ 1),@%
< cq t2e td 4.104
= ¢ ”6/1 (Mt)rur tP—aqf-a Y ( )

—90s26— Eid _1
<c 5Ma+ﬁ+2t A /t (w? —1)° * tdu
- (Mtyrth—= J,  yrtba

Mo—P T (u?—1)3
< . Moc-‘rﬁ-‘rQ / d
= Cap (M) (Mt)>—F urh—a U

/’T Moath+2 Y (cost—cosﬁ)
i

- 242 /oo (’LL2 1)ﬂ7§ q
Cof—— ——du
= ta,f (Mt>r+o¢—ﬁ n urtB—a

<c, . 4.105
= Oy Miyrras (4.105)

Hierbei wurde in (4.103) ausgenutzt, dass aus 0 < ¢ < 5 unmittelbar 1 < 1 + cost < 2
folgt. In (4.104) fithrt man die Variablentransformation 9 = u-¢ durch. In (4.105) beachtet
man einerseits, dass wegen t > % auch HTMt < Mt <1+ Mt ist. Andererseits folgt die
Beschranktheit des Integrals, weil nach Voraussetzung § > —% und r > « + 3 ist. Damit

ist (4.100) fiir den Fall 25 < < Z bewiesen.
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Beweis von (4.100) fiir § < ¢ < m: Man setzt ¢’ := 7 —¢ und substituiert 9" = 7 — ). Dann
gilt 0 <#' < 7 und wegen t <9 < 7mauch 0 <9 <t < 7. Aus (4.101) und (4.102) folgt
nun

T )\fotBt2 P 1957;
| cost) (1= cost) L
t

L+ M) (1—00819)%
™ M2a+2 t— 19 5_l
<c / ——— (1 +cost)™” (cost — cos Q,Q Y (4.106)
e (1+Mt) (1 —cosv) =z
2042 t r ;
< M — / (1 —cost')fﬁ(COSﬁ cost’)
(1+ Mt)r+e (14 cos ")’z

M2a+2 t 25 "
- — 92 ady
= A+ Miy+ap /0 ("= 9%)
Mzet? 1/2,3/251 2\8—1 s
< tEPEEP (1 — “2t'd 4.107
=0 —|—Mt)7“+a—ﬂ/0 (1 —w) >t du (4.107)
M2a+2

(4.108)

<
= Cop (1 + Mt)rJra*ﬁ’

wobei in (4.106) ¥ > ¢t > 7 verwendet und in (4.107) die weitere Variablentransformation

¥ = u-t’ durchgefiihrt wurde. Wegen 3 > —1 ist das Integral fol(l—u2)5_%du beschrinkt,
weshalb (4.100) auch fiir 7 <t < 7 und damit im Fall o > 0 insgesamt bewiesen ist.
Jetzt wird das Integral f in (4.92) fiir den Fall a > 0 ausgewertet: Aus (4.100) folgt

zunéachst

x2M—1

/ Z ]w(aﬁ cossH@D/,C (cost)]waﬁ(cost)sintdt
3

28

3 M 202 ' ™ 202 '
< Cup /gs i+ Mt)rw_ﬁwa,g(cos t)sintdt + o 5 /72r i+ Mt>r+a_6wa”3(cos t) sin tdt
3 M20+2p20+1 5 M2a+2§26+1
< e, dt + ¢, dt. 4.109
= ’ﬂﬁ (14 Mt)rto=>~ e ”6/0 (1+ M(m—t))r+a=p ( )

2
Fiir den ersten Summanden in (4.109) ergibt sich nun

/2 M?2a+? 2041 gy < /2 M2e+? 2041 3y
3 (1+Mt>r+a—ﬂ — ]VL (1+Mt)7"+a Jé]

a+1 1

wlw

2

[\D

M
/ M20+2(] 4 )T+ —du </ (1 +u) "o dy, (4.110)

M2a+1 M 3
2

o0
< / (1 +u) " du < e, p,
3

N

wobel im zweiten Schritt ¢ = §7 substituiert wurde und das Integral in der vorletzten

Zeile wegen der Voraussetzung r > o + 3 + 2 existiert und endlich ist. Fiir den zweiten
Summanden in (4.109) ergibt sich ferner

3 MQOH‘Q 9 M2a+2 T
A+l 22 (Bt
/0 (1+ M(m —t))r+o- gt i< Ca,87 frra- ,8( S Caps (4.111)
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wobei man verwendet, dass nach Voraussetzung r > a + 3+ 2 und damit M —"re+i+2 <1
ist. Insgesamt ist damit (4.92) fiir o > 0 bewiesen.

Beweis von (4.92) fiir —3 < a < 0 bzw. v = 0: Mit (4.18) bzw. (4.20) zeigt man analog
zum Beweis von (4.94)

M1 a+pB+1  ,r a+(+2
(CV,B) (aaﬁ) N M
. t)] < r,o T 1 AN
Z_: [ (cos )| - [ (cos )] < cq.r, ﬂ(M) /t 1+ Mo
— o (4.112)
t — cos )3
X (1—|—cost)’6(cos o c«)w dv
(1 —cos?) 2~
bzw.
oM 1

at+f+1
Z |¢,(€aﬂ)(cos s)| - |¢,(€a”8)(cos )] <cgrap (M) (14 cost)™P(1 — cost) !
k=0

/’T Me+8+2 (cost — cosd))P~1/2
¢ (

dv.
1+ M|9])" (1 — cos ) B-a=2)/2

(4.113)

Im Vergleich zu (4.94) haben sich zwar die Exponenten der Kosinusterme von (4.112) bzw.
(4.113) veréndert, trotzdem erhélt man nach entsprechenden Rechnungen, die zu (4.100)
analogen Abschétzungen

T Metht2 (cost — cos9)?~1/2 M2a+2
—— (1 +cost)™” - v <c (4.114)
/t (14 Md]) (1 — cos )+ (1+ Mtyr+ap
bzw.
T MOt (cost — cos9)F~1/2 M2e+2
—————(1+cost) " (1—cost) > dv < 4.115
/t T amaprreost) T —cos ) N e < caamyras (1)

fiir alle %s <t < 7. Die Abschitzung des Integrals [; . in (4.92) erfolgt nun vollig analog

zu (4.109), (4.110) und (4.111), wobei die Bedingungen fiir die Existenz und Endlichkeit
der entsprechenden Integrale, r > 3 — « bzw. r > a + [ + 2 nach Voraussetzung erfiillt
sind. Insgesamt ist (4.92) damit auch fiir die Félle —3 < a < 0 und @ = 0 bewiesen.

Beweis von (4.93): Fiir s € (0, 53] kann der Beweis von (4.92) nahezu unverindert iiber-
tragen werden: Wegen 0 < ¢ < s < % und m > 09 >t > % ist insbesondere (4.98)
erfiillt, weshalb der fiir den gesamten Beweis wesentliche Ubergang auf (4.105) mit den
dort verwendeten Argumenten gerechtfertigt werden kann. Schliefslich bleibt auch die Ab-
schiatzung (4.110) in den vorliegenden Féllen giiltig, weil sie lediglich der Einsetzung von
s = ﬁ in die untere Integrationsgrenze entspricht. Ist die Abschétzung bereits fiir alle
0<s< % bewiesen, so folgt sie aus Stetigkeitsgriinden dann auch fiir s = 0, womit

(4.93) und damit der Satz insgesamt bewiesen ist. |

Der Beweis des néchsten Satzes beruht im Wesentlichen darauf, ihn in die zwei Teilbe-
hauptungen (4.122) und (4.123) zu zerlegen, um dann auf (4.122) Satz 4.5 und auf (4.123)
Satz 4.5, Satz 4.4 und Lemma 2.40 anzuwenden.
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Satz 4.18 Es seien o > —%, G > —%, N,M € N mit N > 4M, g € CI(R) mit r > 2

und w,ia”g) (k=0,...,2M — 1) gemafs Definition 4.1 gegeben. Dann gibt es eine Konstante
Cq.a,8 > 0 mat

352M -1

max{a,B}+3
sup Z |1/1k (cos s)|- W)( ﬁ)(cost)|wa75(cost) sin tdt <c <M> . (4.116)

1
s€[37:5] 2M k=0

Beweis: Nach Voraussetzung an s und ¢ ist 557 <t < 3 s < 3 am und damit

. sai1 [S\OF3 3\ "2 1
Wa p(cost)sint ~ =4 (;) < 3 und (Mt)" <1 (I €Ny). (4.117)

Firn e Nund ! € Ny mit 0 <[ <n — 1 definiert man nun

Ly(0) == (Mo)™"~2

Lo, (6) := M (M)~
I3(0) == (M@)~z¢7°.

7§9 (4.118)

Aus (4.27) mit n = 1 und den Abkiirzungen in (4.118) folgt

" (cos 8)| < g (Io(5) + Lo (s) + I3(s)) (4.119)
und aus (4.27) mit einem
3
n>atg (4.120)

und den Abkiirzungen in (4.118) folgt ferner

2M—1
]w(aﬁ (cost)| < cngap ( Z I (t) + L (t) + Ig(t)> : (4.121)
1=0
Jetzt zeigt man fiir alle l e Ny mit 0 <1 <n
85 2M—1
sup Z ]w (coss)| (L1,(t) + I3(t)) wa,p(cost) sintdt < ¢y (4.122)

se[]\/[ ) 2]\4

und

75 M1 max{a,l}+
sup Z [0 (€08 8) | To.n (t)was(cos t) sin tdt < ¢y (M) . (4.123)

SE[IVI 2 W k=0

wobei die Konstanten ¢, g, > 0 insbesondere von N, M und % unabhéngig sind.

Beweis von (4.122): Zunéchst setzt man (4.119) in die rechte Seite von (4.122) ein. Nach
dem Ausmultiplizieren der Klammern erhélt man eine Summe von Produkten je zweier
I-Terme aus (4.118). Diese Produkte werden im Folgenden einzeln abgeschétzt. Als Ab-
kiirzung wird dabei beispielsweise durch I ¢(s) ® I (t) der Summand bezeichnet, der sich
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als Produkt der Faktoren I o(s) und Iy () ergibt.
Abschétzung von I o(s) @ I1(1):

352M—1

/3 Z I 0(8) - 111(t)wa,p (cost) sintdt

2M k=0
% ) 2M—-1

< / (Ms)=3 (M1)~1=4 s-oqog2atl Z D, (54 00)| - [KG0 (6 )
21; NG 2M—1

< / M (;) Z Ky (s 6] 1K) (t£6)lde <,

wobei im letzten Schritt Lemma 4.10, (4.81) und (4.117) angewendet wurden.
Abschétzung von I (s) @ I (1)

/ Z Ir1(s) - I11(t)wa g (cost) sintdt
2M

342M—1
2
/ S M(Ms) (M) TTE KRS (£ )]sttt
3 727 2
2M k=0
£ 2M—1
2
< | M(Ms) 2(Mt)""z Z |K“?_l Lt 6))]s et dt
3 2

=

KGD (o) dos ooty

3
> 8M
g/ cM(Ms)~3(Mt) "z (_+2M)/
3 2m 77r
N\ NN 3,
< <M> / eM(Ms)~2 (Mt)™'"3 Ms~toHdt < (M) c [ta%]? 775 < ¢,

2M

wobei zu beachten ist, dass /i ](\?:51),’72 (s£0y) ein trigonometrisches Polynom in den Variablen
0r und s vom Grad hochstens gleich 2M ist, so dass im dritten Schritt Lemma 2.54 mit
m = 8M sowie die Periodizitat von K](w 71) 72(s + 0;) und im vierten Schritt schlieflich
Korollar 4.13 angewendet Wurde Im letzten Schritt beachtet man, dass Mt > 1 und
damit (Mt)~" <1 fiir alle ¢ > 53 ist.

Abschétzung von I3(s) ® I ,(t ) Analog zu I (s) ® I1,(t) erhdlt man:

/ Z I3(s) - I (t)wa,p (cost) sint dt
2M

3s 2M—1
2
< /3 (MS)_%(Mt)_l—% § |KJ(\2Y:§7)_Z_%(75 + 8k)|8_at_at2a+1dt <ec.
M k=0

Abschétzung von I o(s) ® I3(t): Aus den Voraussetzungen an ¢, s und « folgt wieder
1
wap(cost)sint ~ 2> und (E)QJFQ < 3. Mit den Bezeichnungen in (4.118) erhélt man
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nun

35 2M—1
/ Z I o(s) - I3(t)wa s (cost) sin tdt

2M k=0
38 1 L 2M1
< [ e iy 3G, (s ol ar
27 e Mg
3s " at+d  2M-1 )
—1 a,
g‘/;chf (g) dt Z; LSS TICES]

(6)]d0 < e,

1
272

< M- 1M/ yK“{{l e)ydegc/ yK“?l

wobei im dritten Schritt Lemma 2.54 mit m = 8 M und im vierten Schritt Korollar 4.13 auf
das in 6 und s trigonometrische Polynom K -, ~,(s£6;) vom Grad hochstens gleich 20/
angewandt Wurde Aufserdem nutzt man im dritten Schritt aus, dass nach Voraussetzung
(;) : < (3 )O‘+ ist.

Abschétzung von o (s) ® I3(t): Mit (4.117) und (4.118) erhélt man

/ Z I51(s) - I3(t)wa g (cost) sintdt
2}3\1 k=0
3
1
</ cM - M (Ms) o (Mt) 2 -2t de
B
3s 3
2 3 38
</ cM?* 372570 2 et < 572 [t“i} <c,

wobei im letzten Schritt zu beachten ist, dass o + % > 0 und damit [t‘”%] < 5F3 ist.

Abschétzung von I3(s) @ I3(t): Mit (4.117) und (4.118) erhélt man

[N

S

2M—
/ Z t)wa, g (cost)sintdt
T

2M
3 a+i
—« -1 —« -1 20+1 2 13 2
/ cMs™* (Ms) 2t (Mt) 2t dtgc/ <—) dt <,

Njw
»

IN

3 3

2 2M

=

wobei im letzten Schritt wieder (ﬁ)O‘Jr

bewiesen.

> < () a+ 1 verwendet wird. Damit ist (4.122)
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Beweis von (4.123): Aus (4.14), (4.15) und (2.45) folgt zunéchst

2M 1
a, S a, o T2 s
K@) <] Y2 g () PR (A5.) e
s=—2M
2M atl
<ioari S o () (Far) e
s=—2M
oM a_l
N—M+s 2
d Moz—% (i) o2 is¢
i 1 s:—Z2Mg M M )

_3
a—3
3
a3

H(AM + 1)dy - (N — M + )
M2, (4.124)

< ARG Ol RG @) (5)
wobei dy, dy, dy > 0 ausschlieflich von «a, # abhéngende Konstanten sind. Mit den Defini-

1

(cos ¢ — cos )"z do

Tl(s) = da s M(1 —COSS)_a/ |K](\Z’§:)a+%(¢ k)| 1+ ¢)a+,8
CcoS ) 2
1

tionen

(cosgb—coss)ﬁ 2d¢, (4.125)

(s) = do g (L= coss) [ (000) Top—

3
_ N\ 2
I3(s) :=dagp <M> Mt

ergibt sich nach Einsetzen von (4.124) in (4.21) zunéchst

‘w,ga’ﬁ)(cos s)‘ < fl(s) + 72(5) + f;),(s) (4.126)

Weiter erhélt man durch Einsetzen von (4.126) in die rechte Seite von (4.123) und nach
dem Ausmultiplizieren mit I3, () drei Summanden, die jetzt abzuschétzen sind.

Abschiitzung von Iy(s) @ I, (t):

852M—1
/ Z I, (s) - I3, (t)wa,p(cost) sin tdt
I k=0
* (cos ¢ — cos §)*z

3
< [T duy M1 = cos s) O M(ME)- 4o+ /
/ ’ 0 (1+cos¢)7ﬁ

x \K](WO i1 (6% 0)|dodt

5 (cos ¢ — cos §)*z

§S
do g Mt (1 — cos s)*(Mt)~ ”_ta+1/ e
0 (14+cos¢) =

><M/ KD (6 6)|dbdodr
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Njw
=

S/ da,BMaH(l—coss)*a(Mt) nta+1/ (cos ¢ — cos )2
3

- 0 (1+cos¢)#
« / K ()| abdods

N oz+% N a+%
< o a+2— n—f at+l-n—1 < ] ]
[ ans (Y st < (0)

2M

l\JKAZ’

Dabei ist zu beachten, dass Ky, ,(s & 6x) ein trigonometrisches Polynom in den Va-
riablen 0, und ¢ vom Grad hochstens gleich 2M ist, so dass im zweiten Schritt Lemma
2.54 mit m = 8M, im dritten Schritt die Periodizitét von Ky, -, (s £ ;) und im vier-
ten Schritt schliefslich Korollar 4.9 ausgenutzt wurde. Aufterdem wurde im vierten Schritt
Lemma 4.15 angewendet. Im fiinften und letzten Schritt geht die Voraussetzung an n ein:

$ at3—n
Wegen a4+ 2 —n < 0 und s > 5 gilt némlich [t‘”%_n} 23 < (%) T2 ppma-gan,

lwo

2
2M

Abschiitzung von I5(s)®1 3.n(1): Die gleichen Argumente und Rechnungen fiihren in diesem
Fall zur Abschétzung

3
a—3

N
/ Z [2 A3 0 (t)wap(cost)sintdt < d, s (M) ) (4.128)

E a3
2° N ? a—1 n—— a+1
< [ @M+1)cf 5 CMOTV M - (M) et

38 N a=3 1 N a=3
< — “frhdt < e — .
_/3 C(M> (Mt)*T2 dt_c(M> : (4.129)

1
wobei im letzten Schritt wieder (M¢)*+z—" < (%)OHr2 " wegen a + 3 —n < 0 verwendet

werden konnte. Mit (4.127), (4.128) und (4.129) ist (4.123) bewiesen. Mit (4.119), (4.121),

(4.122) und (4.123) ist (4.116) und somit Satz 4.18 insgesamt bewiesen. [
Die folgenden zwei Satze behandeln die Sonderfille « = —3 und g > —% bzw. a > —%
und # = —5. Um die Lebesgue-Konstante der Rdume W im Sinn von Hauptsatz 6.1,

(6.10) zu mlnlmleren miissen im Beweis des néchsten Satzes die zwei Fille 8 > % und
—% <pB< % unterschieden werden.

Satz 4.19 Es sezena = —= >—5, g€ C/(R)mitr >a+p+3, N,M € N mit
N > 4M, und wk (k = O, s 2M — 1) gemaf$ Definition 4.1 gegeben. Dann gibt es eine
Konstante ¢ = ¢y a8 > 0 mit

3r2M -1

1
sup / Z W( 2 ﬁ (cos s)| - W}E; 2’5)((:08t)|u)7%ﬁ(coszf) sintdt < ¢ (4.130)

s€[0,5

< 2M—1

26+1
sup ., Z |¢( 26 (coss)| - ]w( 2’ﬂ(cost)](,uf%”@(cost) sintdtﬁc(M) . (4.131)

s€[0,5]J 2
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Beweis: Beweis von (4.130): Man wendet (4.48) an auf ¢,(;§’m(cos s) und w,(gi”g)(cos t).

Mit den gleichen Argumenten und Rechnungen zum Beweis von Satz 4.18 ergibt sich dann
(4.130).

Beweis von (4.131): 1. Fall: Es seien a = —5 und > 3> —1. Aus (4.49), angewandt auf
|¢k 2) (cos s)|, und (4.18), angewandt auf ]1/)( 2 /6 (cos t)], folgt zunédchst

b (—1.8)
D I 2 (cos )] - iy (cost)]
k=0
2M—1
_1 a,
< ; o M~z (|KM7§7_5(319;€)]—|— —|K ? g<sj:9k)|)

(cost — cos )7z
(1 —cosf) = 5

)_g(siem)

1
3

dé

xM-%/ (1+cost)P|K 72 (0 £ 6,)
t

2M—1

+ > oM TEMT (|K§43
k=0

X M—%/ (14 cost)?| K229+ g,)| (cost — cos§)°
¢ (1 —cosf) ™z

S

ﬁ) 1 (_lv
D (00| + IR

1
2

B
2M -1

ﬂ_,
+ Z csM~ M2 )Mz / (1+ cost)” ﬁ|K(B (Hj:H )\<CE)St CO;)@W dgdf.
1 — cos

(4.132)

Nun wendet man unter Beachtung der Tatsache, dass wegen ¥ > t > gﬁ > 7 > s auch
Y —s > % ist, auf die ersten zwei Summanden (4.80), (4.81) und Lemma 2.53 und auf den
dritten Summanden (2.66) an. Aus (4.132) erhdlt man damit dann weiter

2M—1

_ 1 _1
3 P (cos )| - [y 27 (cos )]
k=0

Bt3 B3
< ClMﬁ+% ﬁ ; + i ﬁ ;
M (1—|—M7T)’" M\ M (1+M7r)’"

1

" t — cosf)’~3
X / (1+cost)™ (cost — cos a)w "6
¢ (1 —cosf)

NYE N
‘]\4[3%-l - _
+co 2 <<M) (1 +M7r)7“ + (M

1

" t — cosd)’
></ (1+COSt)_B(COS oo a)w )
t (1 —cosf) 2
N

—2
Yoy M (_) s s / (14 cost) (cost — cos 0)
M ¢ (1—cosh)™z

3
2

.

11
M (1+ Mr)

1
2

Genau so wie in der Rechung zu (4.108) beweist man wieder

™ t—cos @)’z
sup / (1+cost)™ (cost — cos§)™ df < 0.
te[2x m) Jt (1 —cosf) =2
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1
Auﬁerdemgiltwegenr>22ﬁ+%undﬁ—%<0au6h%Sl,%gl,

MO 3
(1+Mm)"
ergibt.
2. Fall: Es seien o« = — und § > 3. In (4.131) wendet man (4.22) auf ') (cos s) und

(4.18) auf w(aﬂ (cost) an. Analog zum Beweis von (4.94) zeigt man zunéchst

<1lund M~2 < 1, woraus sich die zu beweisende Behauptung fiir den 1. Fall

2M—-1

37 1 (cos s)| - [ (cos t)]
k=0

N)a+ﬁ+2 /7r Mo+i+s (cost — cos)P~z
< Cyrap | = (1 +cost)™” ——dv.
! 5@4 o (L M)y (1 — cos9) %

Analog zum Beweis von (4.108) zeigt man fiir alle % <t<m

T Ma+ﬁ+3 s (COSt — cos ﬁ)ﬁfl/Z M2ot4
—————— (1 + cost) e <c 3
¢ (L+M[9))r (1 —cosv) = (14 Mg)r+oti=p

woraus die Beschriinktheit des Integrals [ analog zu (4.109) und (4.111) und unter
6

Beachtung der Voraussetzung r > a+ 3+ 3 folgt. Wegen 5 > % und o = —% ist aufserdem
a+f+2= 6—1—% < 26+ 1. Damit ist (4.131) auch fiir den 2. Fall, also Satz 4.19 insgesamt
bewiesen. ]

Satz 4.20 Es seien o > —%, 6= —%, g € CI(R) mit r > max{2a+2,2}, N, M € N mit
N > 4M und w,(ca’ﬁ) (k=0,...,2M — 1) gemaf$ Definition 4.1 gegeben. Dann gibt es eine
Konstante ¢ = ¢y a8 > 0 mit

o 2M—1 2max{a,B}+1
sup Z 10\ (cos 5)| - [ (cos t)|wa,s(cos t) sintdt < ¢ (—)
s€l77,5] 3s M
(4.133)
und
2M — 2max{a,B}+1
sup / Z (cos s)| - |w,ia’ﬁ) (cost)|wa,g(cost)sintdt < ¢ (—) :
s€(0,571V 337 k=0 M
'y M 2M
(4.134)

Beweis: Beweis von (4.133): Auf 1\ (cos t) wird (4.23) und auf 1\ (cos s) wird (4.21)
angewandt. Analog zum Beweis von (4.94) zeigt man dann

2M -1

1) N N T M2a+2 t W
Z|1/Jk (cos s wk (cost)| < Ca’%<M>2 +1[ m(l + cos 5)

t

(cos 5—cos¥)* ™2 dv

2

-

fir —3 <a<0,

(1—cos¥)« .
X (1 —cost)” %dﬂ fir o > 0,
(1 —cost) " 1%&9 fiir a = 0.
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Analog zum Beweis von (4.100) im Fall @ = 3 zeigt man fiir alle s € [5;,2] und alle
Ss<t<nm

1
2

2M—1 N\ 2t pp2e42
> lof el Pleosnl <, (3) o @

Unter Beachtung der Voraussetzung r > 2« + 2 folgt daraus die Beschranktheit des Inte-
grals [5 analog zu den Beweisen von (4.109), (4.110) und (4.111). [
2

Nach diesen Vorbereitungen lasst sich das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren.

Hauptsatz 4.21 Es seien a, 3 > —% mit max{a, 5} > —%, N,M € N mit N > 4M,
g € CI(R) mit r > max{a + (5 + 3,2a + 2,20 + 2,2} und supp g C [-2,2] sowie
1/1,(;’"@ (k = 0,....,2M — 1) gemdfS Definition 4.1 gegeben. Dann gibt es eine Konstante
€= Cqrap >0 mit

w2M—1

2max{a,B}+1
sup/ Z\wk (cos s) ]wlia’ﬁ)(cost)]waﬁ(cost) sintdt§c<M> . (4.136)

s€l0,x]J0

Beweis: Es sei zundchst s € [0,5]. In Abhéngigkeit von «, 3 und s zerlegt man das
Integral in (4.136) wie folgt:

, 3 ..
fO2M + f21\/[ fir Oé,ﬁ > _%’S < [0’ %]7

77 2 .
fO2M + f;iM +f%ﬂs fura7ﬁ>_%7se[%’g]7

" S ™ . -
| =35+ o= h> e cl0g)
foﬁ + fwi fir o > —= ﬁ— [0,%],

3
J2r + f2M+f fﬁra>—%,ﬁ=—%,s€ [, 2]

1. Fall: Der linke Summand ist nach Satz 4.16, der rechte Summand nach (4.93) be-
schriankt. 2. Fall: Der linke Summand kann nach Satz 4.16, der mittlere Summand nach
Satz 4.18 und der rechte Summand nach (4.92) abgeschétzt werden. 3. Fall: Der linke
Summand wird mit (4.130), der rechte Summand mit (4.131) abgeschétzt. 4. Fall: Der
linke Summand wird mit Satz 4.16, der rechte Summand wird mit (4.134) abgeschétzt.
5. Fall: Der linke Summand wird mit Satz 4.16, der mittlere Summand mit Satz 4.18 und
der rechte Summand mit (4.133) abgeschétzt. Im Fall s € [Z, 7] filhrt man das Integral
(4.136) mittels Lemma 4.14 auf einen der fiinf Félle zuriick. Damit ist der Hauptsatz 4.21
bewiesen. [
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Kapitel 5

Die Lebesgue-Konstanten der v (VM)

In diesem Kapitel werden zu fest gewéhlten N, M € N mit N > 4M nur die einzelnen,
gemiR (3.23) und (3.24) definierten Riume V' (VM) und ihre Basisfunktionen @M pe
trachtet, wobei als Orthogonalitdtsmafte p auch in diesem Kapitel nur die Jacobi-Mafe
Hap (0, B> —%) zugelassen werden. In diesem Kapitel wird die gleichméfige Beschrankt-
heit der geméf (3.4) definierten Lebesgue-Konstanten dieser Réume beziiglich dieser Mafe
a3 bewiesen. Wir zeigen

" o 5 (ML) N 2max{a,8}+1
s S e ) I < e () 6.1

ll]k 0

fir alle N, M € Nmit N > 4M, wobei ¢, 3 > 0 eine insbesondere von N und M unabhén-
gige Konstante ist. Der Beweis von (5.1) ist dhnlich aufgebaut und verwendet nahezu die
gleichen Methoden und Argumente wie der Beweis von Hauptsatz 4.21 im vorangegange-
nen Kapitel. Auch das vorliegende Kapitel beruht auf einer Vertiefung und Verallgemei-
nerung von Methoden, wie sie von Girgensohn in [17] und Skopina in [42] zur Herleitung
der entsprechenden Behauptungen fiir die vier Tschebyscheff- und den Legendre-Fall ent-
wickelt wurden (vgl. die Diskussion am Anfang des 4. Kapitels).

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: Zunéchst wird die mit y = coss und z = cost
transformierte Summe aus (5.1)

N
Z pa (M) (00 ) cpZ"‘B(MN)(costﬂ
k=
durch die zwei Terme
L M-k M+k
— a,8 a,8
> 9o (cos ) (cos ) (5.2)
k=—M
und
2N I
Z gg(ﬁ)p,ﬁa’ﬁ) (cos s)pi™ (cos t) (5.3)
k=1

87
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abgeschétzt (vgl. Lemma 5.1). Die Summe in (5.2) wird dabei zundchst mit Hilfe der
Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ aus Satz 2.41 und Korollar 2.42 bzw. durch die Ver-
kniipfung der Asymptotiken aus den Sédtzen 2.11 und 2.38, auf verallgemeinerte trigo-
nometrische Dirichlet-Kerne zuriickgefithrt. Durch die Kombination der so gewonnenen
Abschéitzungen auf gewissen, in Abhéngigkeit von s gewéhlten Teilintervallen von [0, 7]
kann die Liaﬁ—Norm von (5.2) zunédchst abschnittweise abgeschétzt werden (vgl. die Satze

5.3, 5.4, 5.5). Zur vollstdndigen Behandlung der Sonderfille o = —% und 3 > —% bzw.

a > —% und 3 = —% sind zusitzliche Uberlegungen erforderlich, weil einige Asympto-
1

tiken wie beispielsweise die Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ nur im Fall o, 8 > —3
problemlos anwendbar sind (vgl. Satz 2.41 und Korollar 2.42). Diese Sonderfiille werden
in den Sétzen 5.6 und 5.7) behandelt. Schlieklich werden die verschiedenen Teilresultate
im Beweis von Hauptsatz 5.8 zusammengefiihrt, womit das erste Hauptresultat des Ka-
pitels bewiesen ist.

Die Summe in (5.3) ist ein verallgemeinerter Dirichlet-Kern mit Jacobi-Polynomen. Diese
Kerne lassen sich unter verschiedene allgemeinere Klassen von Funktionen zusammenfas-
sen (fiir ein Beispiel vgl. man die Summe auf der linken Seite der Ungleichung aus (2.38)),
deren Lokalisierungseigenschaften bereits von Mhaskar in [30], [31], Brown und Dai in [4]
und Petrushev und Xu in [35] untersucht wurden. Zur Abschétzung der L, ,~Norm von
(5.3) zeigt man zunéchst das eher technische Lemma 5.9. Unter Verwendung von Metho-
den und Argumenten, wie sie Mhaskar in [30] und [31] benutzt, beweist man schlieflich
als zweites Hauptresultat des Kapitels Hauptsatz 5.10.

Im ersten Lemma dieses Kapitels wird die Lebesgue-Konstante der Raume VM) ynd
ihrer Basisfunktionen tes(N:M) zunschst auf zwei verallgemeinerte Dirichlet-Kerne zu-
riickgefiihrt, die dann im Folgenden getrennt untersucht und abgeschétzt werden.

Lemma 5.1 Es seien o, 3 > —%, N, M € Nmit N > 3M, g eine charakteristische Funk-

tion, gi (v) = g*(%,2) = g*(x) die zu g korrespondierende charakteristische Funktion 2.
N

Art (vgl. Definition 3.4, 1., 8.) und ptes-NM) = H@B) gemif Definition 3.9 gegeben.

Dann gilt

N
e M+ k @
Z (cos s) ,(cﬁ)(cost) ( )g( i )pr,g(coss)p( B,z(cost)
k=0 k=
2N I )
Y (N) P (cos s)pi? (cost) | + (péw)) :
k=1

Beweis: Der Beweis folgt [17, Lemma 6b), S. 42]. Es gilt

N

Z (cos s) ,(Ca A (cost)

k=0
N— 1

M-
2
= (p(()a’ﬁ)> +p§\0;’ )(Coss)p( (cost) + Z p (cos s) ,(C ﬁ)(cost)
k=1
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1
k IN —k\
+ (g (N) (coss)+g* (—N )péNﬁ)k(cos s))
k=N—M
IN —k\
x| g (N)p (cost) + g* <T) pgNﬂ)k(cost))

2 1
= (p(()o‘ﬂ)> + 5295\0;7@(008 s) )(cost) + Zg*z < ) ) (cos s)péaﬂ)(cos t)
ANFE\ (@
) (T)pgv Ueos il eost
[N+k
> < N >p§vf,2(cos s)p( ﬁk)(cost)
2

g
g
(Oé,ﬁ) 2 *2 k (avﬁ) (Oévﬁ)
= (po ) +Zg ~ ) Pi (coss)p;, " (cost)

k=1

LSS Nk
N
N —k
N

*

MiiMi

+) .9

o
(

i

1

M
LAN=Kk\ L (N+E\ (ap af
+ Z g (T)g (T) pgwk)(coss)pgv k)(cost)
, 2N i
_ <p(()a,ﬁ)> + g*Q (N) p](qa’ﬁ)(COS 5)p}(€ocﬁ) (COS t)
k=1

M
M —k M+k\ (
30 0 (M) (M) sedcossiedeost.
k=—M

Dabei wendet man im ersten Schritt (3.23) an sowie die Tatsache, dass geméfs Definition
3.4,3. g*(£) = 1fiir alle k < N — M und g*(£) = 0 fiir alle j > N + M ist. Im zweiten
Schritt wendet man wieder Definition 3.4, 3. an und beachtet aufterdem, dass nach Lem-
ma 3.5 mit g auch g* eine charakteristische Funktion und nach (3.11) also ¢*(1)? = 1 ist.
Im letzten Schritt nutzt man aus, dass g*(2=%) = g(2=£) und g*(8EE) = g(2EE) gemil
Definition 3.4, 3. fiir alle |k| < M erfiillt ist. Damit ist das Lemma bewiesen. |

In den néchsten Sitzen wird die Abschétzung der L) o s-Norm von (5.2) und damit der Be-
weis von Hauptsatz 5.8 vorbereitet. Zum Beweis dleser Séatze ist es nicht erforderlich, dass
g eine charakteristische Funktion ist, insbesondere wird auf die Symmetrie-Forderungen
an g geméf Definition 3.4, 1. verzichtet. In diesem Sinn wird auch die Voraussetzung
N > 4M einheitlich aufgestellt, obwohl sie in einigen Féallen abgeschwécht werden kénnte
zu N > 3M oder komplett verzichtbar ware.

Nach dem néchsten Lemma geniigt es, das Supremum der Lia ﬁ-Norm des ersten Sum-
| abzuschétzen.

manden auf der rechten Seite von (5.4) nur fiir s € [0, §
Lemma 5.2 Es seien o, > —%, g € C.(R) mit supp g C [-2,2], N,M € N mit
N > 4M und s* := 7 — s. Dann gilt fiir alle s € [3, 7]
- k

k
Z g(1— M)g(l + M)pg\(;‘fk)(cos s)pgﬁ;ﬁ,c)(cost) Wa,g(cost) sintdt

k k| (8 (B.0)

Z g(1— M)g(l + M)pjgfk(cos s )N (cost)| wg.a(cost) sin tdt.
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Beweis: Nach der Varlablentransformatlon t = m—t* und unter Beachtung von s* := 7—s
ergibt sich aus (2.29) und weil A7 = AP st

k

k
Z g(1— M)g(l + M)pSVJrk)(cos s)pg\, ﬁk)(cos t)| wa,g(cost)sintdt

> a1~ 0L+ Al cos(m — 57))p cos(r t*>>‘

Xwa,g(cos(m —t*)) sin(m — ¢*)(—1)dt*

i k k. (a a8
= [ 3 001 = a0+ 0 cos s R - cost)
k=—M
XWa, g(— cost™) sint*dt”
| & k k
:/ Z g(1——)g(1+ — )pgark)(coss )pggf,z(cost*) wg,a(cost™) sint*dt*.
I P M M ’
Damit ist das Lemma bewiesen. |

In den néchsten Sitzen wird das Supremum der L}, ,-Normen von

M

M—k\ (M+E\ (ap o
2 9( 7 )g( i )pﬁv+,2<coss>p< A0

k=—M

abschnittweise und in Abhéngigkeit von s € [0, 5] abgeschétzt.

Satz 5.3 Es seien a, > —z5, g € C(R) mit supp g C [-2,2] und N,M € N mit

N > 4AM gegeben. Dann gzbt es eine insbesondere von N und M unabhdangige Konstante
= cCqp >0 mit

2]%
sup /
s€[0,2]J0

Beweis: Wegen N > 4M gilt fiir alle |k| < M auch %N < N 4+ k < 2N. Daraus und aus
Satz 2.29 folgt
j=—M

3
/2M
0
3 20+1
M N
< c/ gl M (Nt dt < ¢ (M) ,
0

womit der Satz bewiesen ist. [ |

20+1
Zg 1—— ]‘\yf)pgwg)(cos s)p( ﬁ)(cost) Wa g(cost)sintdt < ¢ (M) .

(5.5)

J J\ (o
Z g(1— M)g(l + M)pg\uz)(cos s)pg\, ﬂj)(cos t)| wa,p(cost)sintdt

Zum Beweis des folgenden Satzes benétigt man die Formeln vom Dirichlet-Mehler-Typ
geméls Satz 2.41 und Korollar 2.42, und argumentiert dhnlich wie beispielsweise in den
Satzen 4.4 und 4.17. Die auftretenden Kernfunktionen werden dabei mit dhnlichen Argu-
menten wie im Beweis von Satz 4.12 abgeschéatzt.
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Satz 5.4 Es seien o, (3 > —%, A= a+§+1, N,M € N mit N >4M und g € CL(R) mit
r > max{a + [+ 2,2} und supp g C [—2,2]. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

T
sup /
se[M 2 3

28

M . 20+1
:Z:Mg g(1+ ]\]4)]95\”]) (cos s)pg\, ﬂ)(cos t)|wa,g(cost) sintdt < C<M>

(5.6)
und
N 20
. #) sin tdt < .
Wa,g(cost) sin C(M)

(5.7)

- M
J J (e,
sup [ |3 g1= o Lnked)eos sl cost)

Beweis: Beweis von (5.6): Zunéchst wendet man Satz 2.41, 1. auf P](Vajr’?(cos s) und Ko-

rollar 2.42 auf P](Va_’g)(cos t) an. Zusammen mit der trigonometrischen Identitét

cos((N =7+ X)) -cos((N+34)0— X —0))
%gye(ei(l\’(9+¢)+/\(7r+¢+9)) L @I(0=9) 4 Gi(=N(O=¢)-Art+e=0)) | eij(9+¢>>

und unter Beachtung von Lemma 2.23, 4. ergibt sich daraus zunéchst

M :
J
Z (1—=)g(1+ M)pgvﬂ)(cos $)pf J)(cost)

< Cap(l —coss) (1 + cost)” //‘KO"B)G:I:qb

1

(cos ¢ — coss)* 2

(1+ cos (b)af;ﬁ

. (5.8)
—“0“ cosf) 2 dpdb fir — 1 <a <0,
(1— COSG)T
x ¢ (1 —cost)” quﬁdﬁ fir a > 0,
(1—cos @) 2~
(cost—cos 8)°~ %1 cos @ S —
e Cose)a%ﬁ e, dod0 fir a = 0,
wobei
7 - J J 3 (@8) (13, (B:0) (13410
K57 0) = D7 9= 391+ pvE) (pie) (1)e? (5.9)
j=—M
gesetzt wurde. Jetzt beweist man fiir alle 0 < ¢, 0 < 7
N N a+p+1 NotB+2
KD (6 £ 0)| < caprn [ — . 5.10
’ 1,M (¢ )’ > CoBk M (1 —|—M|(]§— 9’)7~ ( )

Beweis von (5.10): Es seien G, 3 und Gg, geméf (4.70) gegeben. Dann ist die Funktion
G(t) == Gap(N — t)Gpa(N + t) analytisch auf [—M, M]. Aus der Produktregel von
Leibniz, aus Lemma 4.11 und unter Beachtung der Tatsache, dass wegen N > 4M auch
2(N +t) > N —t > 2+ fiir alle ¢ € [~ M, M] ist, folgt

G(OT] < Capg(N + )71
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fir alle r € Ny und alle t € [—M, M]. Nun setzt man f(z) := g(1—x)g(1+2z) und definiert

30 = {f(%)G(t) fiir € [~ M, M],

0 sonst

und

oult) = 5= [ (et

Mit den gleichen Argumenten wie zum Beweis von Lemma 4.7 zeigt man

-~

ou(t) = dur(t)

N Ca MCG+1
MN<e,(—~) —
‘QSM( )| > Gy (M) <1+M|t|)r

und

fir alle t € R, wobei r > 2 und ¢,, = ¢, - maxp<j<, ||f(j)||L1(R) ist. Die Argumente aus
Lemma 4.7 lassen sich deshalb iibertragen, weil fiir die vorliegenden Abschitzungen die
Differenzierbarkeits- und Trégereigenschaften von ¢, (t), d.h. auch von G(t) und zwar nur
auf [— M, M] ausschlaggebend sind. Aus diesem Grund fiihren die gleichen Argumente wie
im Beweis zu (4.63) und zu (4.64) zunéchst auf

K5D0) =21 ¢ur(2mj +0),

jEz

und schliefslich auf die zu beweisende Abschétzung (5.10).
Aus 5.10, (5.8), Lemma 4.15 und weil nach Voraussetzung ¢ > t > %s > %gzﬁ und damit
auch |9 — ¢| =9 — ¢ > 2 ist, folgt schlieflich

M . .
.] ] a’ a7
[ D 91— 3791+ 3 pi) (cos ) (cos )] (5.11)
j=—M

a+p+1
< Cup (M) MOTB+2(1 4 cost) ™

( _1
(costfcosegi[B? d6
- 1 (1—cos @) 2 L
/87
x [ ————{ (1 —cost) @2l 249 fiir o > 0, 5.12
/t (1 + M@)T ( ) ) (1—cos ) ?ﬁ ( )
(cost—cos 8)° 2 17c059d9

a+p3 _
\ (1—cos@) 2~ I—cost

fir —3 <a<0,

fiir « = 0.

Genau so wie in den Beweisen zu (4.100), (4.112) und (4.113) zeigt man fiir alle 3s < ¢ <7

( (cost—cos 9)5_% 46

) fir —<a<0
(l—cosﬁ)%ﬁ6 2 ’

T \fotB+2 o)}
1 )P =l (1 —cost) stz 2 49 fiir o > 0,
( +eos ) /t (1 + M@)T ( ) (l—cosG)Tf6

51

(cost—cos0)” "2 1—cosf - _
e p— fira =0
\ (1—cosf) 2

M2a+2

< Cop- , 5.13
= 8 T My +e? (5:13)
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und genau so wie im Beweis von (4.109) zeigt man auch

™ Ma—f—ﬁ—f—?
—_— i < . .
/21;/[ i+ Mt)rwa”g(cos t)sintdt < cop (5.14)

Nach Voraussetzung ist 7 > a + [ + 2, so dass sich aus (5.12) zusammen mit (5.13) und
(5.14) schlieflich die Abschétzung (5.6) ergibt.

Beweis von (5.7): Mit den gleichen Argumenten, mit denen der Beweis von (4.92) auf
(4.93) tibetragbar war, begriindet man jetzt, dass mit (5.6) auch (5.7) bewiesen ist. W

Zum Beweis des nédchsten Satzes kombinieren wir die Asymptotiken aus Satz 2.11 und
Satz 2.38, fithren so die Jacobi-Polynome auf trigonometrische Funktionen zuriick, und
argumentieren dann dhnlich wie beispielsweise im Beweis der Sétze 4.5 und 4.18. Dabei
werden die auftretenden Kernfunktionen dann mit &hnlichen Argumenten wie im Beweis
von Korollar 4.13 abgeschétzt.

Satz 5.5 Es seien o, > —%, A= %ﬁﬂ, N, M eN mit N>4M und N > a+ (G +1
sowie g € CI(R) mit r > max{a + B + 2,2} und supp g C [—2,2]. Dann gibt es eine
Konstante ¢ > 0 mit

3, M : :
2
sup / g(1— ﬁ)g(l + ﬁ)pg\?fj)(cos s)pg\(f’_ﬁj)(cos t)|wa,p(cost)sintdt <c. (5.15)
selar 31 anr j=—m

Beweis: Zunéchst zeigt man

C0,0,80,0(t?) cos ((N —Jj+ANt— (a + %) %) 2

PP (cost) = +e ()t 5.16
) cost) o (O (5.10)
und
Co.300(52)cos (N +7+N)s— (a+1)T)t@
P}f‘jg)(coss): ps00(5%) €05 (( j. ) ( 1) 5) +ea(s)s™,  (5.17)
(N+j+A)s
wobei
1 1
()] <cpgey——=— und |e(s)| < cygey——— 5.18
’1()|— ﬁjONt\/m |2(>‘ ﬁ,oNS\/m ( )

fiir alle s € [17, 5] und alle t € [537, 27] ist.
Beweis von (5.16) und der linken Ungleichung in (5.18): Nach (2.39), (2.40) und (2.41)
existieren zu m = 1 und gy = % eine Konstante ¢;. 43 > 0 und eine auf (=7, 7) in s>

analytische Funktion agg(s?), so dass fiir alle ¢ € [0, 27]

Py (cost) = (%) h {Jo (N =j+XN)t)ago(t®) +e1(t)} (5.19)
mit 1
()] < Cenod N (5.20)
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ist. Dabei ist in (5.20) zu beachten, dass wegen N > o+ 3+ 1 und N > 4M auch
IN<N+j+A<2Nund N £j+ X > M, insbesondere also (N % j + \)¢ > 1 fiir alle
t > 53 und |j| < M ist. Nach (2.15) und (2.16) existiert zu n := 1 also eine Konstante
c1 > 0, so dass

_cos((N—j—i-/\)t—(oz—i-%) %)

Jo((N =5+ N)t) = DEESY +&1(t), (5.21)

wobei
)] <o th/m (5.22)
fiir alle t € [53;, 3s] ist. Aus (5.21) und (5.19) erhélt man schlieflich (5.16). Aus (5.20),

(5.22) und aus der Tatsache, dass SUPe[g, 51 lago(t)] < oo ist, folgt schlieklich (5.18).

Damit sind (5.16) und die linke Ungleichung in (5.18) bewiesen. Der Beweis von (5.17)
und der rechten Ungleichung in (5.18) verlauft analog.
Nach (2.44) existiert eine Konstante ¢; > 0, so dass fiir alle [j| < M

(hﬁ;@?)—m(hﬁ?ﬁ?)‘m = /N —j\/N+j+«, (5.23)

gilt, wobei
€ =|eN—-43N+j)|<a (5.24)

ist. Mit der Definition

D) = 3 g g s 2y Qo) G
Ky (0) = 91— =—)g(1+ ) 5 e (5.25)
e MR ) (R )
und unter Beachtung von
_ 1o ‘ 1.7
cos((N—j+MNt—(a+=)= | -cos| (N+j+N)s—(a+=)=
2'2 2'9 (5.26)

o 1§R<ei((N+/\)(t+s)(2a+1)g)eij(s—t) + ei((N+)\)(ft+s)f(2a+1)%)eij(s+t)>

erhalt man zunéchst

y cos (N =7+ N)s—(a+3)Z)cos (N +j+ ANt —(a+1)2)
(N—k+A)s (N+k+ M)t

(5.27)
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und insgesamt ergibt sich

M : :
) J o a,B
g g (1 — M) g (1 + _7\) pgvg)(cos s)pg\,_ )(cos t)

— Z g(l—%)g(l—l— ) <\/N—]\/N+]+eo>
y Co,0,0000(5%) cos (N +7+A)s— (a+3)F)s™@ Toes @
(N+j+N)s '
y C0,0,80,0(t?) cos ((N—j+>\)t— (OH‘ )%) e et
NECESYD i
1 R0 - 1 s
=g [ ‘ff“l 2 (N“”(m P
+CQJZ_:M(N+C1)NS NN Z N A (5.28)
1 o g 1 t7%s™@
§‘K§Af it‘ NENG +ClM(NjLCl)(\/_s NS\/_> NtV Nt
+CM(N+C>ﬂ+C s
2 ! Nsmﬁ M NV
(aﬁ s I — | g @
‘KQM it‘ o (S\@th\/g) e (5.29)

Dabei wurden im ersten Schritt (5.16), (5.17) und (5.23) in die linke Seite von (5.15)
eingesetzt. Im zweiten Schritt wurde das entstandene Produkt ausmultipliziert, der ein-
zige Nicht-O-Term wurde durch (5.27), die verbleibenden sieben e- d.h. O-Terme unter
Beachtung der zwei Ungleichungen

cos (N —k+X)s— (a+ 1)) P cos (N+k+ Nt —(a+3)3) 1

>0 ) > G
\/(N—k—i—%ﬁﬂ)s V' Ns \/(N+k+a+§+1)t VNt

sowie von (5.18) und (5.24) abgeschitzt. Im letzten Schritt wurde T > 1 sowie s,¢ >
bzw. Nt, Ns > 1 verwendet.

Wegen 0 < t < %s < %7‘(‘ ist wy g(cost)sint ~ t221 und damit liefert die Integration der
rechten Seite von (5.29)

2% —%g 1 1
K aﬁ (s +1t) ‘ (— + —) s‘“t‘“) Wy g(cost) sintdt
/2 (‘ 2,M NENG sv/st | /st ,ﬁ( )

gs t Oer%
g/ (—> dt (5.30)

2
co f{éj”;f)(sit)‘dwcg/ co | K357 ()’dt—l—c<c||g||oo

S
“Jye
S —Tr

2M

L
M

LO

I\JKAJ

a t 1 3
RS0 (s 0] ()7t | — 20 +
S s¥t3

<l
<

N
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Dabei wurde im dritten Schritt verwendet, dass [?Q(C“Mﬁ )(0) geméfs (5.25) ein trigonometri-
sches Polynom ist. Der vierte Schritt ergibt sich, wenn man G = 1 und

N N+ A 1, N+
(7 +OHETE =)

N
N

f@%Zgﬂ—¢Mﬂ+¢x%;—w e

setzt. Offensichtlich ist dann Cg = 0 und maxo<j< || fP|pi®) < Caprllgllco. Wegen

K}QG/B ])\4(9) =K éO‘Mﬁ )(0) kann jetzt Korollar 4.9 angewendet werden, womit der vierte Schritt
legitimiert ist. Damit sind (5.15) und der Satz insgesamt bewiesen. |

In den folgenden zwei Sétzen wird der Term

M
M—Fk\ (M+E\ (@p) (a,8)
k:Z_Mg( M )9( M )pN—Hc(COS S)PN k(COS t)

fiir die zwei Sonderfélle o = —% und 3 > —% bzw. a > —% und 3 = —% abgeschatzt. Insbe-
sondere im Beweis des folgenden Satzes ermoglicht die Fallunterscheidung zwischen g > %
und —% < B < % die Rekombination bisheriger Abschétzungen, so dass die Lebesgue-
Konstante im Sinn von (6.10) optimiert werden kann.

Satz 5.6 FEs scien o = —%, 6> —%, N,M €N mit N >4M und N > a+ 3+ 1 sowie
g € CI(R) mit r > a+ [+ 3 und supp g C [—2,2] gegeben. Dann gilt

S

x| M , ,
SuD / Z g(1 - i)g(l + 2 )pSvfk)(COSS)P( ﬁk)(cost) wa p(cost)sintdt < ¢
selo.51do |, M M
(5.31)
und
I ype8) (@5) Sk

(1— = o’ P (cost)|was(cost) sintdt <ef — .

2;(1)11]/ + M)pN” (cos s)py"7 (cost)|wa,p(cost) sin _C(M>
(5.32)
Beweis: Beweis zu (5.31): Man orientiert sich am Beweis von Satz 5.5: Wegen a = —31 und

Lemma 2.10, 2. ist £, = 0 in (5.21). Somit konnen die Ungleichungen in (5.18) verbessert
werden zu

€ CoBen——— und e(s) < cypge——
' ’70N\/Nt ? 77O]V\/]VS

und statt (5.28) erhélt man nun

M : .
ZMg <1 — ﬁ) g (1 + %) pg\?’fj)(cos s)p( m(cost)

(5.33)

g%’K sit)\/_\/_—irch(NJrcl)(\/_s N\}_)tj/_a

t-ag—« -
S

+CZZM(N“”N¢—¢— 32 NN
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1 [8 — —Oé 1 t as—a
S—‘K S:l:t‘ +Cl (N+C1)( )
2 72M VsVt \/_s Nv/Ns/) NNt
—a —Q tfasfoé
+C M N+ Cl)—F———— + C MC E——
2M( I)N\/Nsx/Nt S /Nsv Nt

1 T («
< 5 ‘Ké,]\’f)(sj:t)‘ +c,

woraus sich mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von (5.30) und unter Beachtung
der Tatsache, dass w, g(cost)sint ~ t2*T! fiir alle 0 < ¢ < 27 ist, die Abschéitzung (5.31)
ergibt.

Beweis zu (5.32) fiir den Fall § > $: Aus (2.35) erhélt man zunéchst

M .
| > al1- g1+ Ly cos s)pie ) (cos )

1| v j R N N
<5 D2 a1 — D BRI A
j=—M T
XP](Vofjl’ﬁ) (cos S)P](Va_’?) (cos t)‘ (5.34)
(@B~ (7 S Vv
2‘ Z 9( 1—— 1+M)(hN ])75((}11\%;) EW
Mo T
X P](Va:jlf) (cos s)P](V;g) (cost) ‘ : (5.35)

Jetzt fihrt man (5.34) bzw. (5.35) auf die verallgemeinerten Kernfunktionen

M . . . N+a+p
Jy(Nta T R @)1y, (5 (1) 6
Z 9 1__ +M)< M +M) N+“§’8+LPN+](1)pN — (1)e”
j=-M M M
bzw

=(@B) () . J G(N G S @)y (B gy

Ky (0) = Z g(1— M)g(l + M) (M + M) WPN—I—] (Dpyj (1)e?
j=—M T

zuriick. Dazu beachtet man, dass nach (2.30)

I'(N+k+a+1)
I'N+k+ 1) (a+14+1)
:(N+]<3+CY) I'(N+k+ «) :N+k+ap(a,,8)
a+1 T(N+Ek+DI(a+1) a+1 ~NFR

a+1,8
PE (1) =

(1)

und

I(N+j—14a+1)
I'IN+j—14+1)T(a+1+1)
N4y T4t N4 e

= (1
a+1l T(N+j+DT(a+1) a+1 N4 (1)

sowie die trigonometrische Identitét
cos(N+j—14+X)o)-cos((N —7)0 — \a(m—6))

_ %% (V120G NO=Xa(—6)) i (6=6) | i{((N=1+A1)6=NO+Aa(n=6))oif(#+0))

a+1,8
Pyt ) =
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mit Ay := %ﬁﬂ und Ay := %ﬂﬂ + 1 erfiillt ist. Fiir (5.34) bzw. (5.35) ergibt sich daraus
zusammen mit Satz 2.41, 2., Korollar 2.42; 1. und (2.23)

j?i j IV @) .9

‘ g(]. — M>g(1+M> NJ:Va[iB Mp]\c;+j7_1 (COSS)pN’ (COSt)
. 2 J

j=—M Mo T

< Cap(l —coss)™* (1 + cost) ﬂM/ / |K3°‘ﬁ)(9:|:¢)|

(cos ¢ — cos s)**z (cost — cos )7z
X at1+8

(1+coss) 2 (1 —cosf

dpdd (5.36)

)a+ﬂ
bzw.

N+3
j + a+
‘ g 1—— 1—|—M)NM 5 pg\,ﬂ ﬁl)(coss)pgvﬁj)(cost)

ilh §I~

< cap(1l —coss) (1 +cost) ™ / / |K4°‘m CE=H]

y (cos ¢ — cos s)**2 (cost — cos )7z

5 dedo. 5.37
(1 + coss) 27 (1= cosf (5:81)

+8
)a

Wie in (5.10) beweist man nun fiir ¢ = 3,4

~ N\ @HB+2 Nat+B+2
K9P0+ ¢)| < cin — 5.38
BP0+l <enn(3)  armr—a (539
.. . . . N N+a+’6+t .
wobei im Fall ¢ = 3 die Funktion f3(¢) := g(1 —t)g(1 + t) (M 4 1) ~7ar7— und im Fall
NET

i = 4 die Funktion fy(t) := g(1—t)g(1+1) (& + t) a—+5 statt f(t) = g(1 —t)g(1 +1¢)
]\J +t

eingeht und somit insbesondere maxo<;<; || fij o < CwM fiir alle r € Ny erfillt ist.
Mit ¢ := 7 — ¢t und der Substitution 8 = © — 6 erhilt man

" — B3 t ;L NA—L
h/§<1-+<xmt>‘ﬁ(COSt cos6)” Qdefév/m(l——costﬁ‘ﬂ<cose OsU)TE g
t (1 —cosf) = 0 (1 + cos ) 5°

¢ 1
< c/ #2012 — 9% 2dg < c/ #-28420-1(1 — )P~ 2¢'du < ¢,
0 0

also

™ t — cos )z
sup / (1+cost)™ (cost — cos ) ——df < 0. (5.39)
te[z,m Jt (1 — cos 9)

Aus (5.39), (5.38) und (5.36) bzw. (5.37) erhélt man unter Beachtung von 6 — ¢ > ¥ und
Lemma 4.15 schliefslich

M .
J J
| > o1 = 31+ P con )it cos 1)

N sy S
< Cog(==)0FPRENIHPT2(T — coss) 7 H(1 + cost _BM/ /
< capl(y;) ( ) ) i

" (cos ¢ — cos s)*Tz (cost — cos §)5~
(14 cos )=z (1 —cos@)etd)/2

1
0 —¢l)r

d¢d9
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N
< cq ﬁ( )O‘+B+QMO“+B+3(1 —cos8) N1+ cost)”
1
2

/ / (cos ¢ — cos )T (COSt_COSG)B_ldgbdG
1+M‘9 (14 cos o) - (1—0089)a+6 7

N
< N
> Caﬁ(M) (1 + M73_r)7»

I

NfotB+3 t— 0)% 3 N
a+[+2 (1 + cos t)_ﬁ/ (COS Ccos 2+B 2 d¢d0 < Caﬂ(_)t;v-i-ﬁ-I—Q
t (1 —cosf) = M

wobei im letzten Schritt neben der Abschétzung (5.39) auch verwendet wurde, dass nach

Voraussetzung r > « + [ 4+ 3 und damit insbesondere % < 1 ist. Wegen a@ = —2

2
und § > % ist a + 3+ 2 <23+ 1, was (5.32) fiir den Fall § > 1 5 beweist.
Beweis von (5.32) fiir den Fall —1 < 8 < 1: Die Kombination von Satz 2.38 fiir m = 2
und € = £ und Lemma 2.10, 2., 3. liefert

-1, s\z [ V2cos(N*s aq.0(s? 1 1  bio(s?
PJ(V+2jﬁ)(COSS> :<§)2 (# (a0,0(32)—|— 1’0]\;* ))+N* — cos(N*s) Lo(s7)

2s 7, by o(s?
A\ cos(N*s — 5) 1’?\;* ) —i—@),

(5.40)

wobei N* := N + j + %ﬁﬂ gesetzt wurde, gemih (2.41) speziell by o(s?) = 0 gilt und
wegen %N < N* < 2N fiir alle |j] < M insbesondere

11
lea(s)] < ¢

m\/Ns

zu beachten ist. Nun definiert man die weiteren Kernfunktionen

M . . N )

B) J I (NAA TN 58 CEO\ T pBD) gy s

(9)::Zg(1—ﬁ)g(1+ﬂ)( i _M> (h hNﬂ> Py (1),
j=—M

3
TETPNIE. J G(NAXN T\ 28, 5\ 2 pB-b) gy e
Koai0):=3" 90— 3000+ 50 =57~ — a7 ) (627 5”) "BV e,

(5.41)

j=—M
(-1.8) - j N R N AN AE T ST IR
. ; )
ROE0)=30 00— a1+ 4 (52 = ) (37E) A e
j=—M

Fiir die Lokalisierung dieser Kerne gilt

Jun

B+3 B+2
~(8-1) N2 M
Ko P (s+20)|<c| =
[ Ksar *(s )|_C(M) 1+ Ms — 9]
1

N\A 32 NB+2
KV +9 — d 5.42
| Ko 1 (5 )| < (M) (1+ Mls—1v|)" un ( )

p-3 N[ B+2
~(ﬂ77l) N 2
K 2 + < —
| M (S 19)‘ —C(M) (1 M’S 19‘)7"’

was man wie folgt einsieht: Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Lemma 4.11
zeigt man fiir die Funktion

a+B+1 T(t+a+pB+1) T(t+1) )5

Ha,ﬁ(t)::<(t+ ;) Tit+a+1) T(t+8+1)
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die Ungleichung
\Hgfg@)( < Cpap - 1OV fiir alle ¢ > 1.
1\
Wegen (hgvf,;ﬁ)) = CqpHap(N — k) ergeben sich dann wie im Beweis zu (5.10) die
Abschétzungen in (5.42).

Nun wendet man Korollar 2.42, 1. und Lemma 2.23, 1. auf P (cos t) an und erhélt
zusammen mit (5.40) und (5. 41) schlieflich

N|=

(—=5:0) (—3:8)
‘Z 1—— 1+M)pN+J (coss)py 2 (cost)

" 1 N(/B’_l) )
< (IR (49 IR (5 4 9| + 5K 49
(RGP s 0+ g R e o)+ RGP £ 0)

5(cost — cos 9)P2

(1 — cos 19)[3%

TN\ MP+3 (cost — cos V)2 M )
< c/ (—) 14 cost)™ —d 4 c;— NP2
¢ \M (1+M’3_19|)r( (1—COSQ9)6+ N

N\*z  ps+s /“ (cost — cosv))?~z N3
<d — ———— [ (1+cost)™” . "< e (—) . (5.43)
<M> (L+M3)"J; (1 — cos®) 5" M

Dabei beachtet man im dritten Schritt, dass ¥ —s > % und wegen 3 < % auch NP2 < 1
ist. Im vierten Schritt wendet man (5.39) an und die Tatsache, dass wegen r > 3 —i—% auch

3
% > 1 ist. Damit ist (5.32) auch fiir den Fall —3 < 8 < 3 bewiesen. |
3

1
X (14 cost)” d19+02MN5
2

Satz 5.7 Es seien o > —%, 6 = —%, N,M € N mit N > 4M sowie g € CI(R) mit
r > max{2a + 2,2} und supp g C [—2,2]. Dann gilt

M
AP
se[4,2 3s

2a+1
wa p(cost)sintdt < ¢ <M>

J J\ (o
g(1—)g(1+)pS) (cos s)pie? (cos )

. M M
2° j=—M
(5.44)
und

N\ 201
g 1—— ]‘\j/f)pg\ofﬁ)(cos s)p&?’_@(cog t)|wa,p(cost)sintdt < ¢ <M> .

56[0 2M j=—
(5.45)

a1
Beweis: Beweis von (5.44): Man Wendet Satz 2.31 auf Pz(vij 2)(cos t), Korollar 2.42 auf

P2<EXN >J) (cos )

aa)
2(N 7) ()

2.23 schlielilich

und Satz 2.41, 1. auf Pz(v Y (cos s) an und erhélt unter Beachtung von Lemma

M .
J J\ (=1 (o,=3)
Z g(1— M)9<1+ M)pN+]2 (COSS)pN—j2 (cost)

j=—M

. (,—3) (o)
3 1— “g(1 (@-4) 1y (@) oy Ve (cos 5) Pai—j(c0s 3)
Z + M)pN-',-j (Dpy2;2(1) @-1) (@)
j=—M Py (1) Py

N+j
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=

< ¢(1 4 cos %)0‘(1 — cos 5)0‘/ / (cos ¢ = cos s) 5_5 | Ks.0 (¢ £ 20)|
0 t

(14 cos¢)™
(cos %—cos 0)0‘7% . 1
(1—(;059)(1 d9d¢ fur - 5 < (0 < 07
X (1—cosk)™ a%d@dgﬁ fir a > 0,
(1 —cost) " 1(C0?1+?9)d9d¢ fir a =0
< (X 2a+1(1+ t)‘a/Tr MEet?
sclq7 coS o (14 Mo —20])
t _cos o=}
%dG fir —1<a<0,
L _cos a=3
X 9 (1 — cos %)_a—(cosg CObg)) 246 fiir a > 0,
(1 —cosg)~™" 1((:0?1+869)d9 fira =0
N\ 2ot pr2et2
<cl| — —_—
<(w) i
wobei
~(a,—1) al J I\ (a=1) (a,—1) Lo
KS,M 2 (0) = Z g(]_ — M)g(l —+ M) N+j2 (1)19]\[—32 (1)eJ
j=—M

gesetzt wurde und im dritten Schritt eingeht, dass

20+1 20+2
~(a,—1) ) N M

Koy (0£0)| < | —

Ritosol< (5) wmay
(N = 1)G, 1 (N + t) mit den
Argumenten von (5.10) selber bewiesen werden kann. Im vierten Schritt beachtet man

schlieflich, dass nach Voraussetzung an die Integrationsgrenzen |26 — ¢| > 1—109 ist und ar-
gumentiert dann analog zum Beweis von (4.100) im Fall « = 3. Das [ -Integral in (5.44)
2

(5.46)

ist, was unter Verwendung der Funktion G(t) := G, _

wertet man nun mit den gleichen Argumenten aus, die schon zum Beweis von (4.109),
(4.110) und (4.111) gefiihrt haben. Insbesondere geht hier die Voraussetzung r > 2« + 2
ein. Damit ist (5.44) bewiesen.

Beweis von (5.45): Mit den gleichen Argumenten, mit denen der Beweis von (4.92) auf
(4.93) iibetragen wurde, begriindet man jetzt, dass mit (5.44) auch (5.45) bewiesen ist. B

Nach diesen Vorbereitungen kann das Supremum iiber s € [0,7] der L],  -Norm vom
ersten Summanden auf der rechten Seite der Ungleichung in (5.2) insgesamt abgeschétzt
werden.

Hauptsatz 5.8 FEs seien o, 3 > —% mit max{«, f} > —%, N,M € N mit N > 4M und

N > a+ (+1 sowie g € CL(R) mit r > 2max{a, 8} + 3 und supp g C [—2,2]. Dann
existiert eine von N, M und & unabhdingige Konstante ¢ > 0 mit
M M

M
sup/
selom Jo 1Ty (5.47)

( N ) 2max{a,0}+1
<c|— .
- M

M
Z g(1— L)g(l + = J )pg\?fj)(cos s)p( B)(Cost) Wa p(cost) sintdt




102

Beweis: Es sei zunichst s € [0, 7]. In Abhéngigkeit von «, 3 und s zerlegt man das
Integral in (5.47) wie folgt:

(fzm + [ fiir o, 3 > —L, 5 € 0, 2],
foﬁ "’fji]; +f§s fura,ﬂ>—_se[ﬁ T,
/Oﬂ: fg%”-i-férﬂ fira=-1,8>-1s€/0,7],
fo%—i—f:% fira>—1,3=-1s€0,1],
foﬁ"‘fg —|—f furoz>—-7ﬁ__ [%’%]

\ oM

1. Fall: Der linke Summand ist nach Satz 5.3, der rechte Summand nach (5.7) beschrénkt.
2. Fall: Der linke Summand kann nach Satz 5.3, der mittlere Summand nach Satz 5.5 und
der rechte Summand nach (5.6) abgeschétzt werden. 3. Fall: Der linke Summand wird mit
(5.31), der rechte Summand mit (5.32) abgeschétzt. 4. Fall: Der linke Summand wird mit
Satz 5.3, der rechte Summand wird mit (5.45) abgeschétzt. 5. Fall: Der linke Summand
wird mit Satz 5.3, der mittlere Summand mit Satz 5.5 und der rechte Summand mit (5.44)
abgeschétzt. Im Fall s € [7, 7] fithrt man das Integral in (5.47) mittels Lemma 5.2 auf
einen der fiinf Falle zuriick. Damit ist der Hauptsatz 5.8 bewiesen. |

Jetzt wird als zweites Hauptresultat dieses Kapitels die Summe in (5.3) abgeschétzt:
Wir beweisen Hauptsatz 5.10 mit Hilfe der Argumente und Methoden von Mhaskar aus
[30, Lemma 4.6.] und [31, Satz 5.1] zusammen mit einer geeigneten Zerlegung des L} s
Integrationsintervalls in Abhéngigkeit von N und M. Der entscheidende Nachteil der
in [35] und [4] verwendeten Methoden besteht dabei in folgender Beobachtung: In (5.3)
ist ndmlich h; = gg(%), d.h. die zur Konstruktion dieser Summe verwendete Funktion

ist von der Grofe % abhéngig. Die eigentliche Schwierigkeit bei der Abschétzung der
L}uaﬂ—Norm von (5.3) besteht deshalb insbesondere darin, ihre Grofenordnung, d.h. den
Exponenten, mit dem % in diese Norm eingeht, im Sinn von (6.10) zu minimieren. In
die Abschétzungen von (5.3) mit den Methoden aus |35, Satz 2.4 und Satz 2.5| oder von
Brown und Dai aus [4, Lemma 3.3.] gehen aber auch héhere Ableitungen von g"% ein, was

zZu %-Exponenten mit einer Gréfsenordnung von mindestens 3o+ 33 + 5, im Vergleich zu
(6.10) und dem gewiinschten Exponenten von 2max{c, } + 1 also noch zu groke L, -

Normen fiir (5.3) liefert. Bessere Schranken, d.h. kleinere Exponenten fiir die 2+-Faktoren
erhélt man durch Kombination der Argumente und Methoden von Mhaskar aus [30, Lem-
ma 4.6.] und [31, Satz 5.1 und Korollar 5.1] zusammen mit einer geeigneten Zerlegung des
L}uaﬁ—Integrationsintervalls in Abhéngigkeit von N und M.

Zunachst beweist man das eher technische

Lemma 5.9 Es seien N,M € N mit N > 4M, g eine charakteristische Funktion vom
Grad v und g% () die zu g korrespondierende charakteristische Funktion 2. Art gemdfs
N



103

Definition 3.4, 1., 8. gegeben. Dann gilt fiir alle m € N und [ € Ng mit m+1 <r

supp &A™ 9*%(%) C[N—=M-m,N+M], (5.48)
A" oy e < 5t (57) 19 (5.49)

wobei A gemdfs (2.3) definiert wurde.

Beweis: Beweis von (5.48): Firm=1und u < N — M — 1ist & < %1 <1 — & gemif

Definition 3.4, 3. also g*%(“T“) =1= g’%(%) und wegen (2.3) somit auch Ag’%(%) = 0.
Es sei nun (5.48) bereits fiir ein m € N bewiesen. Dann gilt fiir u < N — M —m — 1 auch
u+1< N —M —m und wegen (2.3) somit

)= AT g (E) - AT g (1) =0

Fiir u > N + M erhélt man entsprechend A™*! g% (%) = 0, womit (5.48) bewiesen ist.
Beweis von (5.49): Fiir alle m € N und alle [ € Nohist offensichtlich

Am+1 gz\ (

(A™g) =A™ gD, (5.50)
Auferdem gilt fiir alle f € CZ(R) und alle r,m € N mit m <r
1A™ Flloo < 117 1o (5.51)

Beweis von (5.51): Fiir m = 1 existiert nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechung
ein n € (u,u+ 1) mit Af(u) = f(u+1) — f(u) = f'(n), womit (5.51) bewiesen ist.
Es sei also (5.51) bereits fiir ein m € N bewiesen. Dann existiert geméf (2.3) und dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein n € (u,u + 1), so dass

A™ f(u) = A" fu+ 1) — A" f(u) = (A™ f)'(n) = A™ f'(n)

ist, was (5.51) insgesamt beweist.
Nach Definition 3.4, 3. folgt

(g3 (= e I_( )" 119" oo

N

fiir alle u € R und alle m,r € N mit m < r. Daraus und aus (5.50) und (5.51) folgt nun

mx E O — my o« W D)\ (m) < 1 m+L|| ,(m+l)
(A7 g3 () O] = [A™(g3 (4O < (g3 (o)) 0] < (7)™ g™
fur alle v € R, womit (5.49) insgesamt bewiesen ist. |

Jetzt beweist man als zweites Hauptresultat dieses Kapitels den

Hauptsatz 5.10 FEs seien o, > —% mit max{a, f} > —%, g eine charakteristische
Funktion vom Grad r > max{a, 8} + 2, g3 (z) = ¢* (4, z) = g*(x) die zu g korrespon-
N
dierende charakteristische Funktion 2. Art (vgl. Definition 3.4, 1., 3.) und N, M € N mit

N > 4M und N > 2max{«, 5} + 3 gegeben. Dann gilt

N 2max{a,8}+1
) (5.52)

w130 @ Ol < < (3

z€[—1,1] =0
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Beweis: Die Ungleichung (5.52) ergibt sich aus Satz 2.33 und der folgenden Abschétzung

2max{a,0}+1

/ |ZgM . 1) (@) (cos t)|wa,p(cost)sintdt < ¢ (%) . (5.53)

Beweis von (5.53) im Fall & = max{a, 8} > 0: Fiir S := |a+ 3] + 1 folgt aus Satz 2.32
zunachst

=0
0o S .

1 1 1 J
< . . 1). = a+S+3 . 1 a+5-=S+m A" (<2
_c;mm{(ﬁL )} mZ::l(JvL ) A" g3 (5]

S N+M

. . 1 o 1 . o 1_ m m _x ']
<Y min{(j + 1), 3%+ )T AR (D)

NaJrSJr%

1 (N\"
< E E Notz=S+tm_— [ 21 m)
=L (1 Nt)ot+S+s Nm (M> o=

Netsts OO 1 (NY®
v S e A RTIED)
= M vgerss 22N s (M) g N

N S—1 N2a+2
<c|=— - (5.54)
M (1 + Nt>a+5+§

Dabei wurde im ersten Schritt Satz 2.32, im zweiten Schritt (5.48) auf die Funktion g% (4),
M

sl
im dritten Schritt (5.49) und die Tatsache, dass min{(j + 1), %}‘HSJ“% < ij\;\;—i;% ist,
angewendet. Aus (5.54) ergibt sich nun

1 00 .
~
* J a, Q, .
/ \Zg%(ﬁ)pg m(l)pg- P (cost)|wa,s(cost) sin tdt
o
5.5
¥ N2a+2 1 (5.55)
S Cl/ 1t2o¢+1dt S Cl/ N2a+2t2a+1dt S 1
o (14 Nt)ot5+2 0
sowie
% o0 .
« 1 J «, a, .
/1 | Zg%(N)pg )(1)]);- P (cos t)|wa,s(cost) sin tdt
N j=0
5 N2a+2
C2 rWe,5(cost) sin tdt (5.56)
1 1+ Nt a+S+35

N

0o 2a+1 oo N
— du < e w73 du <
14 u) a+S+2 1
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und schliefllich

TINC (B g (o |
/r | E g%(ﬁ)pg B)(l)pg- ﬁ)(cost)|wawg(cost)smtdt
3 j=0

™

™ N2a+2
< 03/ ~Wa,g(cost) sin tdt (5.57)
(1 T Nt)a+5+§

N2a+2

2042—a—S—
(1 +NW)Q+S+% < ¢ N 2 < s,

wobei man im letzten Schritt von (5.55) die Voraussetzung 2ac + 1 > 0 und im letzten
Schritt von (5.56) und (5.57) die Voraussetzung S > a + 3 verwendet hat. Aus (5.55),
(5.56), (5.57) und weil S —1 < 2« + 1 nach Wahl von S ist, folgt (5.53) fiir den Fall
a = max{a, 8} > 0.

Beweis von (5.53) im Fall —3 < max{e, 3} = a < 0: Es sei zunéichst 0 < ¢ < 4. Dann
folgt fiir S = 1 aus Satz 2.32

|\ (a . 1,038, ot « J
|Zg% DR cost)] < e Y min{(j+1), 737G+ 1) A g ()
j=0
No+3 1N 1 N2a+2 1
<eM—" " N3 gDy < e < ¢ N2+
(14 Nt)**+2 M N (14 Nt)*+t2(1 + Nt) t
und somit

1 00 .
7
/0 | jzo g%(%)pg.a’m(l)pf’ﬁ)(cos t)|wa g(cost) sintdt

1 2a+1
7 1 N
S 05/ N2a+1—t2a+1dt S Cr (—) .
o t M

Jetzt sei % < t%. Dann folgt fiir S = 2 aus Satz 2.32 mit den gleichen Argumenten, die
in der Herleitung von (5.54) verwendet wurden, und unter Beachtung der Tatsache, dass
aus - <t < 2 auch M < Mt folgt, zunéichst

(5.58)

[e.9]

Z = aﬂ) l)pgaﬂ)(costﬂ

=0
2

. . 1,05 . B tmiam « o J
§662m1n{(j+1),¥} YOG+ DA ()]
j=0 m=1 (5.59)

N 2a+1 M2aN2 N 20+1 MQQNQ
<ayy) e <o (5) :
M (14 Nt)*+2 M (14 Nt)**+2(1 + Nt)2

N 2a+1 Mga N 2a+1 M2a+2
< ¢ (—> — < G (—> D —
M (14 Mt)>+z¢2 M (14 Mt)o+z

und damit

T oo . j ’ 7 .
/ |ZgM(N)p§Cv 6)(1)p§a D (cost)|was(cost) sin tdt

0
Z 2a+l1 2042 00
2 (N M 1
< 07/ (—) — A < 07/ —u**du < ¢,
L \M (1+ Mt)yo+2 T

(5.60)
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wobei die Endlichkeit des letzten Integrals unmittelbar aus der Voraussetzung —% <a<0
folgt.

Schlieflich sei 7 < ¢ < 7. Mit den gleichen Argumenten, die zum Beweis von (5.57)

gefiihrt haben, beweist man auch noch die Ungleichung

. N 2a+1
/ |ZgM aﬁ) 1)p§.a”6)(cos t)|wa,g(cost) sintdt < ¢; (M) : (5.61)

Aus (5.58), (5.60) und (5.61) folgt nun (5.53) auch fiir — < max{a,} =a < 0.
Im Fall § > a beachtet man, dass wegen (2.29)

Z gM (e ﬁ) Z gM _x>p§ﬁ,a) (_y)
und somit

. (a B,a
IIZQM 2@ Ol [11>—IIZ£/M G R Ol PR

ist, woraus (5.53) auch fiir den Fall § > « folgt. Damit ist der Hauptsatz insgesamt
bewiesen. ]



Kapitel 6

Die Schauder-Basis

Jetzt werden die Ergebnisse der letzten drei Kapitel zusammengefiihrt. Unter der Voraus-
setzung der gleichméfigen Beschranktheit der Lebesgue-Konstanten fiir die allgemeinen
Réume WO bzw, VM) und ihrer Basisfunktionen 1™ bzw. o™ wird gezeigt,
wie aus ihnen die Rdume V), W) bzw. die Basisfunktionen gogcj ), @/),E:j ) so ausgewihlt wer-
den konnen, dass eine gradoptimierte polynomiale Schauder-Basis fiir C[—1, 1] entsteht,
deren Elemente orthonormal zu einem gegebenen Jacobi-Gewicht ji, 5 sind. Das zentrale

Resultat der Arbeit wird formuliert im

Hauptsatz 6.1 Es seien o, (3 > —% mit max{a, f} > —%, e>0undn €N mit 2% <eg,
n>3und?2" > a+ B+ 1. Es sei ferner g eine gerade charakteristische Funktion vom
Grad s > 2max{«, f} + 3 und g die zu thr korrespondierende charakteristische Funktion
1. Art (vgl. Definition 3.4, 1.,2.). Zun € N mit n > 2" wdhlt man eindeutig bestimmte
Zahlen

1eNy, re{l,..., 277} und k€ {0,..,2"" — 1}, (6.1)
so dass
n=2"+2r—-2)2" +1+k (6.2)
15t, setzt
2k +1
M:=2" N :=(27+2r)2 d 0= :
, (27 +2r)2"  un k " (6.3)
und definiert schliefSlich die Polynomfolge (pu g.n)nen, durch
Papn = PP fiir allen € N mit n < 27, (6.4)
| ™ j
Papn = ngMg (M) cos((3M + )0\ hy ., fir T =1, (6.5)
L j
. .3 .
Pafin \/—Mj;Mg (M) cos((3M +j)¢9k)p§\,_]34+j firr > 1. (6.6)

107
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Dann gilt
1
1. / Popi(0)Papi(z)(1 —2)*(1 + x)°dz = &, (6.7)
-1
2. grad pagn, <n(l+e) fir alle n € Ny, (6.8)
3. lim ||f = Sufllee =0  fiir alle f € C[—1,1], (6.9)
4. |Sullome < cem2max{efiml (6.10)

wobei S, f () := Z;L:o ¢;j(f)pap,j(x) und c;(f) = f_llpa,m (1) f(t)wa,p(t)dt gesetzt wird.

Beweis: Unser Beweis ist eine detaillierte Ausarbeitung von [17, Kap. 4.4 und 4.5]. Beweis
von (6.7): Mit einer einfachen Rechnung zeigt man, dass es zu jedem j € N eindeutig
bestimmte Zahlen [ € Ny und 7 € N mit 1 < r < 277! gibt, so dass j = [ - 277! + r ist.
Fiir j = 0 setzt man nun ng := 27 und mg =1 und fiir j € N

nj = (2"7+2r)2" und m;:=2. (6.11)

Jetzt definiert man fiir j € N die Rdume V) und W) gemif den Definitionen 3.6 und
3.9 durch V1) := Vggnj’mj) = V{mimi) und W0 = W;;”’mj) = Wms) und setzt speziell
VO .= span{pff’ﬂ ).k =0,...,no} fiir j = 0. Dabei sind die charakteristischen Funktionen
g; fir j € N gegeben durch

g firr>1,
gj = {~ . (6.12)
g firr=1,

wobei man fiir V(©_ d.h. im Fall j = 0 formal g als erzeugende charakteristische Funktion
setzt, obwohl dieser Raum wegen V(© = Span{pl(f’ﬁ )ik = 0,...,m0} unabhéngig von ihr
erzeugt wird. Jetzt zeigt man fiir alle j € N

VO g W) = 0, (6.13)

Beweis zu (6.13): 1. Fall: Fiir j = - 27!+ r mit r > 2 ist g; = g;-1 = ¢ nach (6.12).
AuBerdem ist nach (6.11) n; = (27 + 2r)2, n;_y = (27 + 2r — 2)2", m; = m;_; = 2! und
insbesondere n;_; = n; — 2m;. Deshalb und weil g nach Voraussetzung gerade ist, folgt
aus Lemma 3.12 mit g; = go = ¢ nun die Behauptung.

2. Fall: Fiir j =127 +21ist j—1 =1-2""1+1, nach (6.12) und (6.11) also auch g;_1 = g
und g; = g bzw. nj = (27+2r)2, n;_; = (27+2r—2)2', m; = m;_; = 2! und insbesondere
nj_1 = n; —2m;. Nach Definition 3.4, 2. und weil g gerade ist, gilt g(z) = g(—x) = g(—=)
fir alle —2 < x < 0, so dass sich (6.13) wieder aus Lemma 3.12 mit g, := g und ¢, := g
ergibt.

3. Fall: Fiir j > 2mit j = -2 4+ 11ist j— 1 = (I—1)27"1 427" nach (6.12) also g; = §
und g;_; = g und nach (6.11) auch n; = (274 2)2!, n;_y = 27-2""1 'm; = 2!, m;_; = 2!
also insbesondere n;_; = n; — 2m; und m; = 2m;_;. Nach Definition 3.4, 2. und weil g
gerade ist, gilt somit

0 fiir x < —%,
gx) =< g(1—=2(x+1)) fir —2<z-—1, (6.14)
1 fir —3 <z <0,

weshalb sich die Behauptung wieder aus Lemma 3.12 mit g, := ¢ und ¢g; := g ergibt.
Speziell fiir j = 1 ergibt sich unter Beachtung von (6.11) und (6.14) die Behauptung auch
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hier aus Lemma 3.12 mit go := § und g; := ¢g. Damit ist (6.13) insgesamt bewiesen.

Mit diesen Vorbereitungen kann nun die Orthonormalitit der p, g, gezeigt werden: Es
seien Pa gy, Pasn, ZWel Polynome aus (pa.gn)nen,- Fir ni,ne < 27 folgt die Orthonor-
malitdt unmittelbar aus (6.4). Fir ny,ne > 27 wihlt man die geméf (6.1) und (6.2)
eindeutig bestimmten Zahlen r;, [;, k; (i = 1,2) mit ny = (27 + 2r; — 2)2 +1 + k; und
Ny = (27 + 21y — 2)22 + 1 + ko und setzt fiir i = 1,2

Gi=0-2" vy, ng, = (27+2r)2%  und  my, = 25, (6.15)

Aus ny = ny und der Eindeutigkeit der Zerlegung in (6.2) folgt mit einer einfachen Rech-
nung, dass 1, = rq, l1 = Iy und k; = ko ist und somit nach Lemma 3.7 insbesondere auch
(PaBnys Pame) = 1 sein muss.

Aus ny > ny folgt offensichtlich, dass j; < js sein muss. Im Fall ny > ny mit ny, ny > 27
und j; = jo folgt aus einer einfachen Uberlegung, dass [y = [y, 11 = ro und k; > ko sein
muss, weshalb p, g, und p, g, nach Lemma 3.7 orhogonal zueinander sind.

Im Fall ny > no mit ny,ny > 2" und j; > jo beachtet man, dass geméfs Definition 3.9,
(6.15), (6.5) und (6.6) p,, € WU = Wmimi) ist, weshalb sich die Orthogonalitiit der
beiden Polynome aus der rekursiv anzuwendenden Identitét (6.13) ergibt.

Im Fall ny > 27 > ny mit r; > 1 oder [; > 0 folgt die Orthogonalitét aus den Definitionen
in (6.5) und (6.6), der Parsevalschen Gleichung und der Tatsache, dass wegen n > 3 auch

nj, — 3my, + 1> (274 2r; — 3)2"" > 27

ist, wobei ji, n;, und m;, geméf (6.15) definiert sind.

Im Fall ny > 27 > ny mit 1y = 1 und Iy = 0 ist my, = 2" = 1. Fiir j = —2 ist
wegen supp g C [—2,2] insbesondere auch g(-2-) = 0 in (6.5) und fiir j = —1 ist
wegen cos((31 — 1)) = cos(252 ) = 0 auch der Faktor vor pq(;jlﬁ_) 3m;, +1 gleich Null. Weil

schliefslich n;, —mj, +j7 =27+2 1475 > 2" > ny fiir j = 0,1, 2 ist, folgt aus der
Parsevalschen Gleichung insgesamt die Orthogonalitat von p, g,, und pg gn,. Damit ist
(6.7) bewiesen.

Beweis von (6.8): Fiir n < 27 ist die Behauptung wegen (6.4) unmittelbar klar. Fiir
n > 2" seien I, r, k, N, M geméf (6.2), (6.3) und (6.1) gewdhlt. Aus (6.5), (6.6) und weil

)

grad pga’ﬁ = s fiir alle s € Ny ist, ergibt sich nun

n l l
grad papn ( NEM @422 42 3
N n (214+2r—2)2' +1+k 21

womit (6.8) bewiesen ist.

Beweis von (6.9): Es soll Lemma 3.2 angewendet werden. Nachweis der Bedingung 2.a)

aus Lemma 3.2: Wegen V) = span{péa’ﬁ) : k=0,...,n0} und wegen grad pff’ﬁ) = k fiir

alle k = 0, ..., ng istdie Bedingung 2.a) aus Lemma 3.2 fiir alle Polynome ¢ mit grad ¢ < ng
erfiillt. Es sei nun ¢ ein Polynom mit grad ¢ > 27. Man setzt n := Lgrla—_quJ + 2. Dann gibt
es gemif (6.1) und (6.2) eindeutig bestimmte Zahlen [ € Ny und r € {1,...,27}, so dass
(27 +2r —2)2" < n < (274 2r)2" und n;_; < n < n; ist, wobei j, n;_; und n; durch k
und [ gemék (6.15) gegeben sind. Mit Lemma 3.11 und (6.13) folgt nun

{peTl: gradp <n;_1 —m;_1} C VY™ Cspan{pas0;-s Pasin}s (6.16)

wobel auch m;_; und m; fiir k¥ und ! gemék (6.15) gegeben sind. Ferner erhdlt man im
Fall 7 > 1 die Identitdt n;_y —m;_1 = (27 + 2r — 3)2" und im Fall r = 1 die Abschitzung
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nj_1—mj_1 > (2" +2r — 3)2!, so dass

2T+ 2r — 3 3
nj_l—m]_12(2"+2r—3)212nwZn(l—%) Zn(l—e)

gilt. Daraus folgt zusammen mlt (6.
insbesondere also wegen n(1 —¢) >
dargestellt werden kann als

16), dass jedes Polynom p mit grad p < n(l — ¢)
L rad g J + 2)(1 — €) > grad ¢ auch das Polynom ¢

3

4= (4,Pap.j)Pas;-
=0

Damit ist die Bedingung 2.a) aus Lemma 3.2 nachgewiesen. )
Nachweis der Bedingung 2.b) aus Lemma 3.2: Wir wollen die Aquivalenz aus Lemma 3.2,
3. ausnutzen. Im Folgenden setzen wir L} ; = L}, ,([=1,1]). Aus Satz 2.33 mit

1 firk<n
th:
0 firk>n

und Satz 2.34 folgt fiir alle n < ng = 27

1
sup H Zpa,ﬁz )pa,ﬁz( )HLl _ sup || sza,,@ 75)( )”L}IB < CQﬁ(max{aﬂ}-Fg)'
zel-11] o (11 o ’
(6.17)

Es sei jetzt n € N mit n > ny. Dann gibt es ein j € N mit n;_; < n < n;, also mit
n =n; +h+ 1 fiir ein h = 0,...,2m; — 1. Nun teilt man die orthogonale Projektion
O, auf in die orthogonale Projektion auf die Réume span{po,...,pn,_,} = VU=1 und
span{pn, ,+1,...,Pn} € W und erhélt geméf (3.4) fiir die Lebesgue-Konstante L,

aﬁ
sup || sz 2 Ol

ze[-11] T,

nj—1 n
a, a, a,B a,
< swp [P @p Ol + s Y B @) ()
ze[—1,1] i—0 ’ ze[—1,1] i=n;_1+1 ’
nj_1
o 1) N 1) o @
= sup ”ngﬂ 80— .CE H 87— ()“Ll + sup ”Zwﬂ B ]) ¢u 6(])()HL:‘15
zel-11] 1) z€[-1 :
nj_1 2mJ71
o 1) o 1) o o
< sup | D@ T @) I O+ sup S e @)l Ol
z€[-1,1] =, ze[-1,1] =, ’

wobei im zweiten Schritt fiir den linken Summanden Definition 3.9, Lemma 3.10, (6.13)
und die Tatsache zu beachten ist, dass die Operatornorm einer orthogonalen Projektion
des Raumes VU~1 auf sich selbst nicht von der verwendeten orthonormalen Basis ab-
hangt. Der rechte Summand im zweiten Schritt ergibt sich aus den Voraussetzungen an
r, k,l, N, M sowie aus (6.5), (6 6), (6.11) und (3.14). Nach Voraussetzung an n und wegen
(6.11) ist n; —4m; > 0 und -+ < 27*! fiir alle j € N. Aukerdem ist g nach Voraussetzung
gerade, so dass wegen Lemma 3.5, 3. auch g eine charakteristische Funktion vom Grad s
ist, und mit ¢ und ¢ sind nach Lemma 3.5, 2. fiir 0 < a < 1 auch g} und g} charakteristi-
sche Funktionen vom Grad s. Somit folgt aus Hauptsatz 5.8, Hauptsatz 5.10 und Lemma
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5.1 im dritten Schritt fir den linken Summanden

nj—1

sup || ZQO#QB (-1 ZL’ Za,ﬁ,(j—l)(_)HLl < 02n(2max{a,ﬁ}+1) (618)
z€[-1,1] P

und aus Hauptsatz 4.21 fiir den rechten Summanden

2m;—1

s ZWW AL () g | < cgr@matastty, (6.19)

Jetzt kann Lemma 3.2, 3. angewendet werden, womit auch die Bedingung 2.b) aus Lemma
3.2 und damit (6.9) insgesamt bewiesen ist.

Beweis von (6.10): Fiir 0 < e < min{ﬁ, 2} existiert ein eindeutig bestimmtes n € N
mit 27 > max{a + 5+ 1,8} und ; < e < 5;. Fiir dieses 7 gilt dann insbesondere 27 < 5
woraus sich zusammen mit (6. 18) (6 19) und (6.17) die zu beweisende Behauptung (6. 10)
und damit der Hauptsatz insgesamt ergibt. [
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