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���4�$�� �”�"���3�3���– ���4�1 �����# �R�0���$�?�+�1���1�
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���$���3�3�• �K�������� �:�4�0�����$ ������ �M�������$�1�
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M ���$ �@���1�
���$���3�3 �´�•�· �9���0�:���$�����3�•
�K���� �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���0 �j�	�4�#�� �"���1�1���$ �1���
�� �����#���3 ���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&�����ª
�€�?�����$�3���$ �����1�
���0���������$�• �K�����1 �9���0���"�"�����#�����$���0�3 �1�&�:�&���" �����$ �����$�����#���$�1���&�$���"���$�Ž ���"�1 ���4�
��
�����$ �l���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3�ª�R���"�" ���4�� �����$ ���$���1�&�3�0�&�-���$ �R���"�" �����0 �l�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�? ���4�� �����#
�]�4�1�3���0�•

�]���3 �T���"���� �����0 �l�����"�#�4�1�3���0P(N ) � P (M ) ���4�1 �@���1�
���$���3�3 �´�•�´ �4�$�� �����$ �����0���4�1 ���������"�����ª
�3���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���$ �m�$�3���0�0�	�4�#���$ �����0 �j�	�4�#�� ���4�1 �@���1�
���$���3�3 �´�•�· �:���0�� ���$ �@���ª
�1�
���$���3�3 �´�•�¸ ������ �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�����$�����Ù�8���0�3�• �]���3 �������1���0 �"���1�1���$

�1���
�� �1�&�:�&���" �s���9���"���3�1 �#���3 �����0���$ �j�	�4�#���$Wj �?�4 �������1���$ �j�	�4�#���$Vj �!�&�$�1�3�0�4�����0���$ ���"�1
���4�
�� ������ �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���"�1 ���"���&�0���3���#���1�
���� �w���0�"�����4�$�� �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f �• �@���ª
�1�
���"�����2���$�� �:���0�����$ �Ù�8�0 �����$ �k�-���?�����"�����"�" �����$���0 ���<�������1�
�����$ �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� ���;�-�"���?���ª
�3�� �R�&�0�#���"�$ �?�4�0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �9�&�$ �s���9���"���3�1 �4�$�� �Ù�8�0 ������ �w���0�"�����4�$�� �9�&�0�����1�3���"�"�3�• �K�����1 �9���0�ª
���"�"�����#�����$���0�3 �����$ �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R���"�" ���4�1 �Ÿ�»�Ž �µ�»�Ž �¶�¼�Ž �·�¸�Ž �¸�³�Ž �¸�µ�Ž �¸�¶� �Ž �����0 ���$ �Ÿ�¸�¸�  �Ù�8�0 �K�����ª
���&�$���"�#���3�0���?���$ �4�$�� ���$ �Ÿ�¶�·�Ž �·�³�  �Ù�8�0 �����$ �R���"�" �����$���0 �����1�3���$ �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���; �����3�0���
���3���3
�:�&�0�����$ ���1�3�• �K���� �������0 �9���0�:���$�����3�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�����1�����0�3 ���4��

�����$ �@�0�������3���$ �Ÿ�µ�Ž �µ�¼� �Ž �:���"�
���� �9���0�1�
�����������$�� �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ ���0�#�+���"���
�����$ �4�$�� �:���0��
�������0 ���0�1�3�#���"�1 ���&�0�#���"�" �����€�$�����0�3�• �R�8�0 �����$�� ���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0;

f Vj gj � 0
�
�Ž ���• ���• ������ �����0 �����:�����"�1j det Jk j = 2 �����"�3�Ž �1�
���"�����2���$ ������ �H���3�0���
���3�4�$�����$ �����0 �[�&�$�ª

�1�3�0�4�!�3���&�$ �9�&�$ �s���9���"���3�1 �����1 �[���-���3���" �����•

�»



�ƒ�¡�ƒ ���Q�i�i�G�g �k�Z�D �Y�k�X�i�Q�p�9�g�Q�9�i�G �*�G�h�i�W�X�9�h�h�G�Z

�U�# �R�&�"�����$�����$ �1�������$ ������ �$���3�8�0�"���
�����$�Ž �����$�?���$�Ž �0�����"�"���$ ���?�:�• �!�&�#�-�"���;���$ �w�����"���$ �#���3N�Ž
Z�ŽR ���?�:�•C �����?�����
���$���3�• �R�8�0 �����$�� �����"������������ �K���#���$�1���&�$d 2 N�Ž �8���"���
�����0�:�����1��d � 2�Ž
�:���0�����$ �r���!�3�&�0���$x = ( x1; : : : ; xd)T 2 Cd �4�$�� �R�&�"�����$c = f ck gk2 I �����$���0 �U�$�����;�#���$�ª
���� I � Zd ���$ �!�"�����$���$ �����3�3�������0�4�
�!�3���$ �H�4�
���1�3�������$ �����1���3�?�3�• �]���3�0���?���$M 2 Cd� d �1���$��
������ �S�0�&�2���4�
���1�3�������$ �9�&�0���������"�3���$�Ž �1���� �:���0�����$ �������$�1�& �����3�3 �����1���3�?�3�• �K���1 �k�!���"���0�-�0�&���4�!�3
�?�:�������0 �r���!�3�&�0���$k; h 2 Zd �1���� �#���3kT h := k1h1 + � � � + kdhd �����?�����
���$���3�Ž �#���3kxkp =
�
jx1jp + : : : + jxdjp

� 1=p
�Ž1 � p < 1 �Ž ������p�ª�^�&�0�# �����1 �r���!�3�&�0�1x 2 Cd �4�$�� �#���3kxk1 =

maxfj x1j; : : : ; jxdjg �����1�1���$ �]���;���#�4�#�$�&�0�#�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� �����?�����
���$��1 := (1 ; : : : ; 1)T

�����$ �M���$�1�9���!�3�&�0 �4�$��ej :=
�
� k;j

� d

k=1
�Žj 2 f 1; : : : ; dg �����$j �ª�3���$ �M���$�������3�1�9���!�3�&�0�Ž �:�&������

� k;j :=

(
1 �����"�"�1k = j;

0 �1�&�$�1�3

�����1 �[�0�&�$���
�!���0�ª�k�<�#���&�" �����?�����
���$���3�•

�´�•�´ �S���3�3���0 �4�$�� �#�4�"�3���9���0�����3�� �j���1�3�!�"���1�1���$

�S�����������$ �1���� �����$�� �����$�?�?�����"������ �]���3�0���;M = ( mi;j )d
i;j =1 2 Zd� d�• �M�1 �����?�����
���$�� �1�3���3�1m :=

j detM j �����$ �H���3�0���� �����0 �K���3���0�#���$���$�3�� �9�&�$M �• �U�1�3m > 0�Ž �1�& �������2�3 ������ �]���3�0���;M �0�����4�"�	�0�•
�U�$�1�����1�&�$�����0�� �����?�����
���$��Ed ������ �M���$�������3�1�#���3�0���;�Ž ���• ���•ei;j = � i;j �• �K��m > 0 ���1�3�Ž ���;���1�3�����0�3
������ ���$�9���0�1�� �]���3�0���;M � 1 2 Qd� d�Ž �Ù�8�0 ������MM � 1 = M � 1M = Ed �����"�3�•

�w�4 �����$���0 �]���3�0���;M �����?�����
���$��M T ������ �3�0���$�1�-�&�$�����0�3�� �]���3�0���; �9�&�$M �Ž ������ �������������$ ���1�3
���4�0�
�� ������ �M���$�3�0�	����mT

i;j = mj;i �• �s�����3���0 �����?�����
���$��� 1(M ); : : : ; � d(M ) ������ �M�������$�:���0�3���Ž
�:���"�
���� �������0 ���$ �����$���0 �����3�0�����1�#�	�2���� ���4���1�3���������$�����$ �j���������$���&�"���� �������������$ �1�������$�Ž ���"�1�& �Ù�8�0
i < j �����"�3j� i (M )j � j � j (M )j�•

�R�8�0 �����$N 2 N �����"�����3 ������ �]���$����f 0; : : : ; N � 1g �#���3 �����0 �@�������3���&�$ �]�&���4�"�&N �����$�� ���$���"���ª
�
���� �������"�1�
���� �S�0�4�-�-���• �K���� �M�"���#���$�3�� �!�+�$�$���$ �1�&�:�&���" ���"�1 �����$�?�� �w�����"���$ ���"�1 ���4�
�� ���"�1 �j���1�3�ª
�!�"���1�1���$�0���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����0 �[�&�$���0�4���$�?�0���"���3���&�$h � k , 9 z 2 Z : h = k + zN �����1�������$
�:���0�����$�• �U�# �]�����0�����#���$�1���&�$���"���$ �"�	�1�1�3 �1���
�� �������1 �:���� ���&�"���3 �9���0���"�"�����#�����$���0�$�‘

�w�:���� �r���!�3�&�0���$h; k 2 Zd �•���?�:�•Rd�ž �������2���$ �!�&�$���0�4���$�3 �����?�8���"���
�� �����$���0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;
M 2 Zd� d�Ž ���• ���•h � k mod M �Ž �����"�"�1

9z 2 Zd : k = h + Mz �•

�¼



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�s�����3���0 �����?�����
���$��[k]M := f h ; h � k mod M g ������ �j���1�3�!�"���1�1�� �9�&�$k �����?�8���"���
��M �• �]���3
�����0 �8���"���
�����$ �@�������3���&�$ �?�:�������0 �j���1�3�!�"���1�1���$[h]M + [ k]M = [ h + k]M �����"�����3 ������ �]���$����
���"�"���0 �j���1�3�!�"���1�1���$

�
[k]M ; k 2 Zd

	
�����$�� �������"�1�
���� �S�0�4�-�-���Ž

� �
[k]M ; k 2 Zd	

; +
�

= Zd=M Zd�•

�K�����1�� �S�0�4�-�-�� �"�	�1�1�3 �1���
�� �������&�
�� ���$�1�3���"�"�� �8�����0 ������ �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$ �������$�1�& �8�����0 �����$
�j���-�0�	�1���$�3���$�3���$�1�<�1�3���# �9�&�$ �r���!�3�&�0���$ �����3�0���
���3���$�•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�´�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�• �M���$�� �]���$���� �9�&�$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����0
�E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$ �������2�3�G�g�v�G�k�N�G�Z�D�G ���G�Z�N�GG(M ) � Zd�Ž �����"�"�1

�
�[k]M \ G (M )

�
� = 1; k 2 Zd�•

�M���$�� ���0�?���4�����$���� �]���$����G(M ) ���$�3���	�"�3 �-���0 �K���€�$���3���&�$ �����$���4 �����$���$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����ª
�����0 �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���• �M�1 �����?�����
���$���j G(M ) : Zd ! G (M ) �����������$������ �@�������"���4�$���Ž �:���"�
����
�����$���# �����$�?�?�����"�������$ �r���!�3�&�0k 2 Zd �����$ ���$�3�1�-�0���
�����$�����$ �j���1�3�!�"���1�1���$�0���-�0�	�1���$�3���$�3���$
[k]M \ G (M ) �?�4�&�0���$���3�• �K���$�$ �������2�3

�
G(M ); + jG(M )

� �= Zd=M Zd

������ ���0�?���4�����$���� �S�0�4�-�-�� �9�&�$M �• �K���� �U�1�&�#�&�0�-������ ���&�"���3 ���4�1 �����0 �l���3�1���
�����Ž �����1�1 ������ ���������ª
�3���9�� �S�0�4�-�-�� ���4�� �����$ �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$

�
f [k]M ; k 2 Zdg; +

�
���1�&�#�&�0�-�� �?�4�0 ���0�?���4�����$�ª

�����$ �S�0�4�-�-��
�
G(M ); + jG(M )

�
���1�3�•

�M�1 �1�������$ �:�����3���0 ������ �[�0�&�$���
�!���0�ª�k�<�#���&�"��� h;k ���$���"�&�� �?�4�# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ �4�$��

� M
h;k :=

(
1 �����"�"�1h � k mod M ;

0 �1�&�$�1�3

�����€�$�����0�3�•

�M���$�� ���$�����0�� �k���
���3�:�����1�� ���4�� ������ ���0�?���4�����$�����$ �S�0�4�-�-��
�
G(M ); + jG(M )

�
���$�3�1�3�����3 ���4�0�
��

������ �H���3�0���
���3�4�$�� �����1 �S���3�3���0�1 �9�&�$M �Ž �����1 �������������$ ���1�3 ���4�0�
��

�( M ) :=
�

y 2 Rd ; My 2 Zd	
= M � 1Zd�• �•�´�•�´�ž

�Z�������0 �g�4�$�!�3y = M � 1z 2 �( M )�Žz 2 Zd�Ž �!���$�$ ���"�1�& ���4�
�� ���$�3���0�-�0���3�����0�3 �:���0�����$ ���"�1
�����$�� �����$�?�?�����"������ �\���$�����0�!�&�#�����$���3���&�$ �����0 �k�-���"�3���$ �9�&�$M � 1�• �k�&�#���3 �����$�8���3 ���1�Ž �1���
�� ���$

�´�³



�ƒ�¡�ƒ ���Q�i�i�G�g �k�Z�D �Y�k�X�i�Q�p�9�g�Q�9�i�G �*�G�h�i�W�X�9�h�h�G�Z

�����0 �K���€�$���3���&�$ �����1 �S���3�3���0�1�( M ) ���$ �•�´�•�´�ž ���4��y 2 Qd �?�4 �����1�
���0�	�$�!���$�• �K�����1�� �H���3�0���
���3�4�$��
�����0 �S���3�3���0 �����"�����$ ������ �S�0�4�$���"������ �����0 �S���&�#���3�0���� �����0 �w�����"���$ �Ÿ�·�Ž �[���-���3���" �´� �•

�K�� �Ù�8�0z 2 Zd �4�$�� �����$ �����"�������������1y 2 �( M ) �����0 �l���0�#M (z + y) 2 Zd ���1�3�Ž ���1�3 ���������1 �S���3�3���0
1�ª�-���0���&�����1�
�� �4�$�� �#���3 �����0 ���������!�3���9���$ �@�������"���4�$��� (� ) := M � 1� ���1�&�#�&�0�-�� �?�4�#Zd�• �K����
�E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$

[y ]Ed := f x 2 �( M ) ; x � y mod Edg; y 2 �( M )�Ž

���4���( M ) �����?�8���"���
�� �����0 �M���$�������3�1�#���3�0���;Ed �����"�����$ ���$���"�&�� �?�4�0 �S�0�4�-�-�� �����0 �E�/�4���9���"���$�?�ª
�!�"���1�1���$modM ���4��Zd ������ �S�0�4�-�-��

�
f [y ]Ed ; y 2 �( M )g; +

� �= �( M )=Zd�• �@�$���"�&�� �?�4�0
���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M ) �"�	�1�1�3 �1���
�� �Ù�8�0 �������1�� �S�0�4�-�-�� �������$�1�& �����$�� �����"������������ �]���$���� ���$
�����$�����4�3�������$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����3�0���
���3���$�• �K���1 �]�4�1�3���0P(M ) � �( M ) ���1�3 �����€�$�����0�3 ���"�1
�����$�� �]���$���� ���$ �S���3�3���0�-�4�$�!�3���$�Ž �1�& �����1�1

�
�[y ]Ed \ P (M )

�
� = 1; y 2 �( M )�Ž �•�´�•�µ�ž

���0�Ù�8�"�"�3 ���1�3�• �K���� �@�������"���4�$���j P(M ) : �( M ) ! P (M ) ���1�3 �����€�$�����0�3 ���"�1 �����������$������ �@�������"�ª
���4�$���Ž ������ ���������# �g�4�$�!�3y 2 �( M ) �����1 �S���3�3���0�1 �1�����$���$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$x 2 [y ]Ed \ P (M )
�?�4�&�0���$���3�• �K���#���3 ���$�3�1�3�����3 ������ �]�4�1�3���0���0�4�-�-��

�
P(M ); + jP(M )

�
�• �M�1 �����"�3 ������ �U�1�&�#�&�0�-�������

P(M ); + jP(M )

� �= �( M )=Zd �4�$�� �#���3 �&���������0 �@�������"���4�$��� ���"�1 �S�0�4�-�-���$���1�&�#�&�0�-�����1�#�4�1
���0�������3 �1���
��

�
P(M ); + jP(M )

� �=
�
G(M ); + jG(M )

�
�•

�U�# �r���0���"�����
�� �?�4�0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M ) �"���1�1���$ �1���
�� �Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0 �1�����0 �����$�����
��
���;�-�"���?���3�� �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$�#���$�����$ ���$���������$�• �k����K � Rd �����$�� �]���$�����Ž �1�& �����1�1PK (M ) :=
�( M ) \K �����$ �]�4�1�3���0 ���1�3�• �@�4�����0�4�$�� �����0 �[�&�$���0�4���$�? ���?���"�•Ed ���1�3 ���3�:�� �#���3K = x +[0; 1)d�Ž
x 2 Rd�Ž �1�3���3�1 �����$ �]�4�1�3���0 �����€�$�����0�3�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� �����?�����
���$�� �#���3Qd :=

�
� 1

2; 1
2

� d

PI (M ) := �( M ) \ [0; 1)d �4�$�� PS(M ) := �( M ) \ Q d �•�´�•�¶�ž

�����1 �]�4�1�3���0 �����1 �M���$�������3�1�!�4���4�1 �4�$�� �����1 �4�#x = � 1
21 �9���0�1�
���&�����$���$ �M���$�������3�1�!�4���4�1�• �]���3

�����# �S�0�4�-�-���$���1�&�#�&�0�-�����1�#�4�1� ���1�3

GK (M ) := M PK (M ) = f k ; k = My ; y 2 PK (M )g

�´�´
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�����$�� ���0�?���4�����$���� �]���$���� �4�$�� ���$�1�����1�&�$�����0�� ���$�3�1�3�������$ ������ �?�:���� ���;�-�"���?���3���$ ���0�?���4�����$�����$
�]���$�����$

GI (M ) := M PI (M ) �4�$�� GS(M ) := M PS(M )�•

�M���$�� ���$�����0�� �K���0�1�3���"�"�4�$�� ���$�3�1�3�����3�Ž �1���3�?�3 �#���$ ���$ �������1���0 �K���€�$���3���&�$ ������ �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�¶�ž
�����$�• �K���� ���0�?���4�����$���� �]���$����GI (M ) = M [0; 1)d \ Zd ���$�3���	�"�3 ���"�1�& ���"�"�� �����$�?�?�����"�������$ �r���!�ª
�3�&�0���$ ���$�$���0�����"�� �����1 �9�&�$M [0; 1)d ���4�������1�-���$�$�3���$ �g���0���"�"���"�&�3�&�-�1�• �]���3 �Ÿ�¶�Ž �\���#�#�� �U�U�•�º�  �����"�3
jP(M )j = jG(M )j = m�•

�U�# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ ���$�3�1�-�0���
���3 ������ ���0�?���4�����$���� �S�0�4�-�-��
�
GI (N ); + jGI (N )

�
�ŽN 2 N�Ž

�����0 �8���"���
�����$ �j���1�3�!�"���1�1���$�0���-�0�	�1���$�3���$�3���$�#���$���� �����?�8���"���
�� �����0 �[�&�$���0�4���$�? �#�&���4�"�&N
�#���3 �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����GI (N ) = f 0; 1; : : : ; N � 1g�• �K���1 �]�4�1�3���0PS(N ) �:���0�� �����ª
�����"�����3 �9�&�$ �����$ ���"�����
���#�	�2���� �9���0�3�����"�3���$ �g�4�$�!�3���$

�
� 1

2; � 1
2 + 1

N ; : : : ; 1
2 � 1

N

	
�• �K���� �����?�4�ª

�������+�0�������$ �S�0�4�-�-���$ �1���$�� �8�����0 ������ �@�������"���4�$��� = N (� + 1
2) ���1�&�#�&�0�-���• �K���� �?�<�!�"���1�
�����$

�S�0�4�-�-���$ �1�������$ �?�4�0 �����1�1���0���$ �m�$�3���0�1�
�������������0�!�����3 �#���3Cn =
�
GI (n); + jGI (n)

�
�Žn 2 N�Ž

�����?�����
���$���3�•

�K���� �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�#

�w�4�0 �I�����0���!�3���0���1�����0�4�$�� �9���0�1�
�����������$���0 �]�4�1�3���0P(M ) �4�$�� ���0�?���4�����$�����0 �]���$�����$G(M )
�:���0�����$ �^�&�0�#���"���&�0�#���$ �����$�+�3�����3�• �M���$�� ���0�1�3�� �I�����0���!�3���0���1�����0�4�$���Ž ������ ���4�� �����$ �����$�����#���$�ª
�1���&�$���"���$ �j���1�3�!�"���1�1���$ �����1�����0�3�Ž �"���������0�3 ������

�K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�•�k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�#�ž�•
�R�8�0 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �������2�3 �����$�� �w���0�"�����4�$��

M = QER ; R; E; Q 2 Zd� d �•�´�•�·�ž

�#���3j detR j = j detQj = 1 �4�$��E = diag( "1; : : : ; "d) �+�Y�Q�i�P�²���\�g�Y�9�X�M�\�g�Y�����0 �]���3�0���;M �Ž
�:�&������E ������ �K�������&�$���"�#���3�0���; �����0 �M�"���#���$�3���0�3�����"���0" j 2 N�Žj = 1; : : : ; d�Ž �#���3" j j" j +1 �Žj =
1; : : : ; d � 1; ���1�3�•

�K���0 �k���3�? �8�����0 �M�"���#���$�3���0�3�����"���0 �Ÿ�µ�º�Ž �k�• �µ�·�µ�  �"���������0�3 ������ �M�;���1�3���$�? �����0 �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�#
�4�$�� ������ �M���$�����4�3�����!�����3 �����0 �]���3�0���;E�• �K���� �����������$ �]���3�0���?���$R; Q �����1�
���0���������$ �[�&�&�0�����$���ª
�3���$�3�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$�Ž �1�&�#���3 ���1�3

�
G(M ); + jG(M )

� �=
�
G(E); + jG(E)

�
�•

�´�µ
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�K���� �3�0���$�1�-�&�$�����0�3�� �]���3�0���; �����1���3�?�3 �:�������$M T = RT EQ T ������ ���"�����
�����$ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0
�:���� ������ �]���3�0���;M �• �R�8�0 �����$�� �K�������&�$���"�#���3�0���;E �:���� ���$ �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ ���1�3 ������ ���0�?���4�����$����
�S�0�4�-�-��

�
G(E); + jG(E)

�
�&�ê���$�1���
���3�"���
�� �����0�1�3���"�"�����0 ���"�1 �����0���!�3���1 �g�0�&���4�!�3 �����0 �?�<�!�"���1�
�����$

�S�0�4�-�-���$C� 1 ; : : : ;C� d �• �K���1 �����0���!�3�� �g�0�&���4�!�3 �?�:�������0 �S�0�4�-�-���$C1; C2 �1���� �#���3C1 
 C 2 �����ª
�?�����
���$���3�• �k�&�#���3 �����"�3���$ ���&�"�����$���� �U�1�&�#�&�0�-�����1�#���$

�
G(M ); + jG(M )

� �=
�
G(E); + jG(E)

� �=
�
G(M T ); + jG(M T )

�

�=
�
P(M T ); + jP(M T )

� �=
�
P(E); + jP(E)

�

�=
�
P(M ); + jP(M )

� �= C" 1 
 � � � 
 C " d �•

�•�´�•�¸�ž

�K���� �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#

�M���$�� �:�����3���0�� �[�"���1�1���€�?�����0�4�$�� �������3���3 ������ �H���3�0���
���3�4�$�� �#�+���"���
�����0 �w���0�"�����4�$�����$ �����$���1 �S���3�ª
�3���0�1�( M )�Ž �����0 �1�&�����$���$�$�3���$ �l�����"�����3�3���0�•

�l�����&�0���# �´�•�¶�•
�S�����������$ �1�������$ �?�:���� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$M ; N 2 Zd� d�• �K���$�$ ���1�3�( N ) �����$ �l�����"�����3�3���0 �9�&�$
�( M )�Ž ���• ���• ���1 �����"�3�( N ) � �( M )�Ž �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$ �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;J 2 Zd� d

���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1M = JN ���1�3�•

���G�q�G�Q�h�¡�@�$�����$�&�#�#���$ ���1 ���;���1�3�����0�3 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;J 2 Zd� d�Ž �1�& �����1�1M = JN
���0�Ù�8�"�"�3 ���1�3�• �M�1 �����"�3 �Ù�8�0 �����$���$ �g�4�$�!�3y 2 �( N )�Ž �����1�1Ny 2 Zd �4�$�� �1�&�#���3My = JNy 2 Zd�•
�K���1�����"�� ���1�3 ���������1y 2 �( N ) ���4�
�� ���$�( M ) ���$�3�����"�3���$�•

�@�$�����$�&�#�#���$�( N ) � �( M )�• �K���$�$ �����"�3 �Ù�8�0 ���������1y 2 �( N )�Ž �����1�1 �����$z 2 Zd ���;���1�3�����0�3�Ž
�1�& �����1�1My = MN � 1z 2 Zd ���0�Ù�8�"�"�3 ���1�3�• �K���( N ) = N � 1Zd�Ž �����"�3 ���"�1�& �Ù�8�0 ���"�"��z 2 Zd�Ž �����1�1
MN � 1z 2 Zd �4�$�� �1�&�#���3�Ž �����1�1 �#���3J := MN � 1 2 Zd� d ������ �M�;���1�3���$�? �����?�������3 ���1�3�•

�U�1�3�( N ) � �( M )�Ž �1�& �����"�3 �������1 ���4�
�� �Ù�8�0 ������ �j���1�3�!�"���1�1���$�0���-�0�	�1���$�3���$�3���$�Ž �9�&�$ �����$���$ �1���
��
�Ù�8�0 ���������1y 2 P(N ) �����$�� �j���1�3�!�"���1�1��[x]Ed �Žx 2 P(M )�Ž �€�$�����$ �"�	�1�1�3�Ž �1�& �����1�1[y ]Ed = [ x]Ed

���1�3�• �k�&�#���3 �����"�3 ������ �l�����"�#���$�����$�ª�M�������$�1�
�����Ù�3 ���$ �������1���# �k���$�$�� ���4�
�� �Ù�8�0 ������ �]�4�1�3���0�Ž ������
�!�4�0�? �#���3P(N ) � P (M ) �����?�����
���$���3 �1�����• �k���$�� ���������� �]�4�1�3���0 �����?�8���"���
�� �����1 ���"�����
�����$K
�������������$�Ž �1�& ���1�3 �������1 ������ �8���"���
���� �l�����"�#���$�����$�����?�������4�$���•

�[�&�0�&�"�"���0 �´�•�·�•
�R�8�0 �?�:���� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$M ; N 2 Zd� d �����"�3�( N ) = �( M ) �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$ ������
�0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;J ���4�1 �l�����&�0���# �´�•�¶ ������ �M�������$�1�
�����Ù�3j det Jj = 1 ���0�Ù�8�"�"�3�•

�´�¶



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

���G�q�G�Q�h�¡�]���3 �l�����&�0���# �´�•�¶ �����"�3���$�( M ) � �( N ) �4�$���( N ) � �( M ) �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$
J = MN � 1 2 Zd� d �4�$��J � 1 = NM � 1 2 Zd� d ���0�Ù�8�"�"�3 �1���$���• �K�����1 ���1�3 ������ �@�4�1�1������j det Jj =
1�•

�s�����3���0 �"���1�1���$ �1���
�� ������ �M�"���#���$�3�� �����$���1 �]�4�1�3���0�1 �����$�����4�3���� ���4�0�
�� �r���0�1�
���������4�$�����$ �����$���1
�l�����"�#�4�1�3���0�1 �����0���1�1�����0���$�Ž ���1 �����"�3 ���&�"�����$�����1

�\���#�#�� �´�•�¸�•
�S�����������$ �1�������$ �?�:���� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$M ; N 2 Zd� d �#���3M = JN �ŽJ 2 Zd� d�• �K���$�$
�����"�3�‘

�R�8�0 ���������1y 2 P(M ) ���;���1�3�����0���$ �����$�����4�3������ �M�"���#���$�3��x 2 P(N )�Žz 2 P(J)�Ž �1�& �����1�1

y = ( x + N � 1z)
�
�
P(M ) �•

���G�q�G�Q�h�¡�M�1 �����"�3�( M ) = �( JN ) = N � 1J � 1Zd = N � 1�( J)�• �@�4�1 �����01�ª�g���0���&�����?���3�	�3 �����$���1
���������$ �]�4�1�3���0�1 ���&�"���3 �#���3�( Ed) = Zd �:�����3���0

�( J) =
[

z2P(J)

�( Ed) + z�Ž

�?�4�1���#�#���$ ���"�1�&

�( M ) =
[

z2P(J)

N � 1�( Ed) + N � 1z =
[

z2P(J)

�( N ) + N � 1z�•

�K���� �M���$�����4�3�����!�����3 ���&�"���3 ���4�1 �����0 �K���1���4�$�!�3�������3 �����0 �]���$�����$ ���$ �����0 �r���0�����$�����4�$���Ž �����$�$ �:���ª
�����$z 2 P(J) �����"�3N � 1z 2 P(N ) �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$z = 0jP(N ) �•

�s���$�����3 �#���$ �\���#�#�� �´�•�¸ ���4��P(M T ) ���$�Ž �1�& ���&�"���3 ���4�2���0�����#�‘ �R�8�0 ���������1 �M�"���#���$�3h 2 G(M T )
���;���1�3�����0���$ �����$�����4�3������ �M�"���#���$�3��k 2 G(N T )�Žg 2 G(JT )�Ž �1�& �����1�1

h = ( k + N T g)
�
�
G(M T ) �• �•�´�•�¹�ž

�m�# ���"�����
���� �S���3�3���0 �4�$�� �1�&�#���3 ���"�����
���� �]�4�1�3���0PK (M ) = PK (N ) �Ù�8�0 �����$�� �����1�3�� �]���$����K �
Rd �?�4 �
�����0���!�3���0���1�����0���$�Ž �1���� ������ �j���"���3���&�$� � �����€�$�����0�3 ���4�0�
��M � � N �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$
�( M ) = �( N )�• �K���� �j���"���3���&�$� � ���1�3 �:�������$ �[�&�0�&�"�"���0 �´�•�· �#���3J = Ed �0���•���;���9�• �@�$���"�&��
���&�"�����$ �k�<�#�#���3�0���� �4�$�� �l�0���$�1���3���9���3�	�3�Ž ���• ���•� � ���1�3 �����$�� �E�/�4���9���"���$�?�0���"���3���&�$�•

�´�·
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�K���€�$���3���&�$ �´�•�¹�•�]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#�ž�•
�M���$�� �����$�?�?�����"������ �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M = ( mi;j )d

i;j =1 2 Zd� d �"�������3 ���$���k�h�i�G�g�Z�\�g�Y�9�X�M�\�g�Y
�9�&�0�Ž �����"�"�1 �1���� �����$�� �&�����0�� �K�0�������
�!�1�#���3�0���; ���1�3 �4�$��0 � mi;j � mj;j �Ù�8�01 � i < j � d
���0�Ù�8�"�"�3 ���1�3�•

�l�����&�0���# �´�•�º�•
�k�������$M ; N 2 Zd� d �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$�• �K���$�$ �����"�3���$ ���&�"�����$���� �@�4�1�1�������$�‘

���ž �w�4 ���������0 �]���3�0���;M ���;���1�3�����0�3 �����$���4 �����$�� �]���3�0���;M � ���$ �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#�Ž �#���3M � �

M � �4�$��

���žM � � N , M � = N � �•

���G�q�G�Q�h�¡�K���� �@�4�1�1������ ���ž ���&�"���3 ���4�1 �����0 �l���3�1���
�����Ž �����1�1 �1���
�� �����1 �S���4�2�1�
���� �M�"���#���$���3���&�$�1�ª
�9���0�������0���$�Ž �:���"�
�����1 ������ �]���3�0���;M ���$ �����$�� �&�����0�� �K�0�������
�!�1�#���3�0���; �8�����0�Ù�8���0�3�Ž �4�$�3���0 �r���0�ª
�:���$���4�$�� �����1 ���4�!�"�������1�
�����$ �@�"���&�0���3���#�4�1�Ž �����0 �Ù�8�0 �?�:���� �$���3�8�0�"���
���� �w�����"���$ �����$ ���0�+�2�3���$
�����#�����$�1���#���$ �l�����"���0 �����0���
���$���3�Ž ���4�� �����0 �]���$����Z �����0 �����$�?���$ �w�����"���$ ���$�:���$�����$ �"�	�1�1�3�•
�@�$�1�
���"�����2���$�� �!���$�$ ���4�0�
�� �@�������3���&�$ �����$���1 �����$�?�?�����"�������$ �r�����"�����
�����$ �����0 �?�:�����3���$ �w�����"��
�?�4�0 ���0�1�3���$m1;2 < m 2;2 ���0�0�����
���3 �:���0�����$�• �@�$���"�&�� ���1�3 �������1 �Ù�8�0 ������ �M���$�3�0�	����m1;3 �4�$��m2;3

���4�0�
�� �@�������3���&�$ �����0 ���0���3�3���$ �w�����"�� �?�4�0 ���0�1�3���$ �4�$�� �?�:�����3���$ �#�+���"���
���• �K���� ���$�3�1�3���$�����$�� �]���ª
�3�0���;M � �1�3�����3 �����?�8���"���
��� � ���$ �j���"���3���&�$�Ž �����$�$ ���������0 �k�
���0���3�3 �����1 �r���0�������0���$�1 �"�	�1�1�3 �1���
�� ���"�1
�]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ �9�&�$ �"���$�!�1 �#���3 �����$���0 �����$�?�?�����"�������$ �]���3�0���;J�Žj det Jj = 1�Ž �����1�
���0���������$�•

�k�3�������$ �?�:���� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$M ; N 2 Zd� d ���$ �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# �?�4�����$���$�����0 ���$ �j���ª
�"���3���&�$�Ž �����$�$ ���0�?���4�����$ �1���� �����1 ���"�����
���� �S���3�3���0�Ž ���0�Ù�8�"�"���$ ���"�1�& �����$ �w�4�1���#�#���$�����$���Ž �����1�1
M = JN �#���3j det Jj = 1 �����"�3�Ž �:�&������J = MN � 1 2 Zd� d �������$�1�& �����$�� �&�����0�� �K�0�������
�!�1�ª
�#���3�0���; ���1�3�• �k�&�#���3 �����1�3�����3 ������ �T���4�-�3���������&�$���"�� �9�&�$J ���4�1 �����#1�ª�r���!�3�&�0 �4�$�� ���"�"�� ���$�����0���$
�M�"���#���$�3�� �1���$�� �:�������$ �����0 �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# �9�&�$M �4�$��N �-�&�1���3���9�Ž �������&�
�� �!�"�����$���0 ���"�1
�´�• �@�4�����0�4�$�� �����0 �S���$�?�?�����"�����!�����3 �9�&�$J ���&�"���3J = Ed �4�$�� �1�&�#���3 ������ �M���$�����4�3�����!�����3 �����0
�]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#M � �•

�K���� �@�4�1�1������ ���ž ���&�"���3 ���4�1 ���ž�Ž �����$�$ ����M � � M � �4�$��N � � N � �����"�3���$�Ž ���&�"���3 ������ �j�8�
�!�0���
���ª
�3�4�$�� ���4�1 �����0 �l�0���$�1���3���9���3�	�3�• �k����M � � N �Ž �����$�$ ���1�3M � � N � ���4�����0�4�$�� �����0 �l�0���$�1���3���9���3�	�3�•
�k�&�#���3 ���&�"���3M � = N � ���4�1 �����0 �M���$�����4�3�����!�����3 ���$ ���ž�•
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�r�&�"�"�1�3�	�$�������!�����3

�Z�������1 �]�4�1�3���0P(M ) �����$���0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;M 2 Zd� d �����"�����3 �����$�� ���$���"���
���� ���������3���9��
�m�$�3���0���0�4�-�-�� �����0 �i�4�&�3�����$�3���$���0�4�-�-��Rd=Zd�• �M�1 �����"�3 �������&�
�� ���4�
�� ������ �m�#�!�����0�4�$���Ž �����1�1
�������� ���$���"���
���� ���������3���9�� �m�$�3���0���0�4�-�-�� �������$�3���1�
�� �?�4�# �]�4�1�3���0P(M ) �����$���0 �0�����4�"�	�0���$ �]���ª
�3�0���;M 2 Zd� d ���1�3�• �K�����1�� �l���3�1���
���� �:�4�0���� ���# �[�&�$�3���;�3 �����0 �]�4�1�3���0 �����1�����0 �$���
���3 �����3�0���
���3���3
�4�$�� �:���0�� �������0 �1�&�#���3 ���0�1�3�#���"�1 ���&�0�#�4�"�����0�3 �4�$�� �����:�����1���$�•

�l�����&�0���# �´�•�»�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �]���$����N = f y1; : : : ; ymg � Rd�Žm > 0�Ž �1�& �����1�1

�
N ; + mod Ed

�
�����$��

�������"�1�
���� �S�0�4�-�-�� ���1�3�•

�K���$�$ ���;���1�3�����0�3 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�Ž �1�& �����1�1N = P(M ) ���1�3�•

���G�q�G�Q�h�¡�K���� �S�0�4�-�-��
�
N ; + mod Ed

�
�!���$�$ ���"�1 �����$�� �m�$�3���0���0�4�-�-�� �����0 �i�4�&�3�����$�3���$���0�4�-�-��

Rd=Zd ���4�����������1�1�3 �:���0�����$�• �k����

N 0 = Zd + N := f y + z ; y 2 N ; z 2 Zdg � Rd�•

�K�� ������ �]���$����N ���$���"���
�� ���1�3 �4�$�� ���$�1�����1�&�$�����0�� �!�����$�� �T�	�4���4�$���1�-�4�$�!�3�� �����1���3�?�3�Ž �����1���3�?�3
���4�
��N 0 � Rd �!�����$�� �T�	�4���4�$���1�-�4�$�!�3���• �^���
�� �Ÿ�´�¼�Ž �[���-���3���" �r�U�Ž �T���"���1�1���3�? �´�•�´�  ���;���1�3�����0���$ �Ù�8�0
N 0 � Rd �"���$�����0 �4�$�������	�$�������� �r���!�3�&�0���$n1; : : : ; nk 2 Rd; k � d�Ž �1�& �����1�1

N 0 =
kX

j =1

Zn j :=
�

x 2 Rd ; x =
kX

j =1

� j n j ; � j 2 Z; j = 1; : : : ; k
�

�•

�M�1 �1����k 2 Zd \ N �����1 �$���4�3�0���"�� �M�"���#���$�3 �����0 �������"�1�
�����$ �S�0�4�-�-��
�
N ; + mod Ed

�
�• �s�������$

k 2 N ���1�3Zd � N 0�Ž �1�&�#���3 ���1�3ej 2 N 0�Žj = 1; : : : ; d�Ž �4�$�� �����0�4�#k = d�• �K���� �]���3�0���;
N =

�
n1; : : : ; nd

�
���1�3 �0�����4�"�	�0�• �M�1 �����"�3

N 0 = N Zd = f x 2 Rd ; x = Nz ; z 2 Zdg = f x 2 Rd ; N � 1x 2 Zdg�•

�s�������$ Zd � N 0�����"�3 ���$�1�����1�&�$�����0��N � 1ej 2 Zd; j = 1; : : : ; d�• �]���3 �����0 �s�����"M = N � 1 2
Zd� d ���1�3 �#���3 �•�´�•�´�ž �����1 �S���3�3���0�( M ) = N 0�4�$�� �$���
�� �•�´�•�¶�ž ���&�"���3 ������ �@�4�1�1������ �����1 �k���3�?���1�•

�@�4�1���������$�� �9�&�$ �����0 �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# �������3 �Ÿ�µ�¼�Ž �\���#�#�� �µ�•�¹�  ������ �@�$�?�����" �#�+���"���
�����0
�]�4�1�3���0 �Ù�8�0 �����$���$ �����1�3���$ �H���3�0����m > 0 �����0 �K���3���0�#���$���$�3�� ���$�• �]���3 �l�����&�0���# �´�•�» �
�����0���!�ª
�3���0���1�����0�3 �������1 ���4�
�� ������ �@�$�?�����" �g�4�$�!�3�#���$�����$�Ž �#���3 �����$���$ �����$�� ���$���"���
���� ���������3���9�� �m�$�3���0�ª

�´�¹
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���0�4�-�-�� ���4�� �����# �l�&�0�4�1 ���������"�����3 �:���0�����$ �!���$�$�• �K���� �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# �����$���������$ �������3
���$�Ž �:���� �9�����"�� �#�+���"���
���� �S�0�4�-�-���$�1�3�0�4�!�3�4�0���$ ���1 �������3�Ž �$�	�#�"���
�� �1�& �9�����"���Ž �:���� ���1 �R���!�3�&�0���ª
�1�����0�4�$�����$ �9�&�#m ���$ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0 �������3�• �r���0�1�
�����������$�� �]���3�0���?���$ �!�+�$�$���$ �����1 ���"�����
����
�]�4�1�3���0 �����1���3�?���$�Ž �:���1 �����$���4 �����$�$ �����0 �R���"�" ���1�3�Ž �:���$�$ �����0�� �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#���$ �������$�ª
�3���1�
�� �1���$���• �s�����3���0 �!�+�$�$���$ �������&�
�� ���4�
�� �?�:���� �]�4�1�3���0 �4�$�3���0�1�
���������"���
�����0 �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"�ª
���&�0�#���$ ������ ���"�����
���� �S�0�4�-�-���$�1�3�0�4�!�3�4�0 ���$ �����0���$ �]�4�1�3���0���0�4�-�-���$ ���4���:�����1���$�• �K�����1 ���1�3 �����ª
�$���4 �����$�$ �����0 �R���"�"�Ž �:���$�$ ������ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0 �����������0 �]���3�0���?���$ �8�����0�����$�1�3���#�#���$�•

�M���$ �1�
���$���"�"���0 �@�"���&�0���3���#�4�1 �?�4�0 �]�4�1�3���0���0�?���4���4�$��

�K�� ������ �]���$���� �����0 �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#���$ �����$�� �]���$���� �9�&�$ �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$�0���-�0�	�1���$�ª
�3���$�3���$ ���?���"�•� � ���1�3�Ž �
�����0���!�3���0���1�����0���$ �������1�� ������ �#�+���"���
�����$ �]�4�1�3���0�• �K���0 ���&�"�����$�����Ž �������0
���0�1�3�#���"�1 ���&�0�#�4�"�����0�3�� �@�"���&�0���3���#�4�1 �������3 �����$�� �]�+���"���
���!�����3 �?�4�0 �1�
���$���"�"���$ �M�0�?���4���4�$�� �����0
�]�4�1�3���0�-�4�$�!�3�� �����$���0 �]���3�0���; ���$ �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# ���$�•

�\���#�#�� �´�•�¼�•�]�4�1�3���0�!�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$�ž�•
�k���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �������������$ �4�$��M � = ( m�

i;j )d
i;j =1 ������ �����?�4�������+�0������

�]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#�• �K���$�$ ���1�3 �����0 �@���1�3���$�� �?�:�������0 �g�4�$�!�3��x; y �����1 �]�4�1�3���0�1PS(M ) ���$
�����0���0i �ª�3���$ �[�&�#�-�&�$���$�3��jyi � x i j � m�

i;i �• �R�8�0 ���������1y 2 PS(M ) ���;���1�3�����0�3 �����$x 2 P(M )�Ž
�1�& �����1�1 ���$ �������$ �����$���$�$�3���0 �m�$���"�����
���4�$�� ������ �S�"�����
���������3 �����"�3�•

���G�q�G�Q�h�¡�K��M � � M � �����"�3�Ž ���1�3PS(M ) = PS(M � )�• �K���0 �H���:�����1 ���&�"���3 �����$�$ �-���0 �U�$���4�!�3���&�$
�8�����0i 2 f 1; : : : ; dg�‘

�R�8�0yd �����"�3 ������ �@�4�1�1�������Ž �����$�$ ���1 �����"�3 �Ù�8�0 �����$y 2 Q d

(M � y)d 2 Z , yd 2

(

�
1
2

; �
1
2

+
1

m�
d;d

; : : : ; �
1
2

+
m�

d;d � 1

m�
d;d

)

�Ž

���� M � �����$�� �&�����0�� �K�0�������
�!�1�#���3�0���; ���1�3�• �R�8�0 �����1�3�� �s���0�3��yd; yd� 1; :::; yd� j +1 �����3yd� j �Žj 2
f 1; : : : ; d � 1g�Ž ������ �S���1�3���"�3

yd� j =
a

m�
d� j;d � j

+
j � 1X

i =1

yd� i md� j;d � i ; a 2 Z�Ž

�:�&������ ���$ �������1���0 �S���1�3���"�3a �����0���0�3 �����$�����1�
���0�	�$�!�3 �:���0���Ž �����1�1yd� j 2 [� 1
2; 1

2) ���1�3�• �K��������
���	�$���3 ������ �����$�3���0�� �k�4�#�#�� �������&�
�� �$���
���3 �9�&�$a ���� �4�$�� ���1 ���&�"���3 ������ �@�4�1�1�������•
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�•�•

y2

�•

y1

�•

0

�•0 �•

� 1
2

�•

� 1
2

�•

1
2

�•

1
2

�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•
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���•GS(M T ) �4�$��GS(N T )�•

�@�������"���4�$�� �´�•�µ�•�R�8�0 ������ �]���3�0���?���$M ; N �#���3M = JN ���4�1 �H�����1�-�����" �´�•�´�³
�1���$�� ������ �]�4�1�3���0PS(N ) � P S(M ) ���$ ���ž �4�$�� ������ ���0�?���4�����$�����$ �]���$�����$
GS(N T ) � G S(M T ) �����0 �3�0���$�1�-�&�$�����0�3���$ �]���3�0���?���$ ���$ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�•

�H�������$�$�3 �#���$ �#���3 �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ ������yd�Ž �"���1�1���$ �1���
�� ���"�"�� �g�4�$�!�3�� ���4�� �����0xd�ª�@�
���1�� ���$
O(md;d) �`�-���0���3���&�$���$ �����1�3���#�#���$ �4�$�� �����0���4�� ���4�Ù�����4���$�� ���"�"�� �g�4�$�!�3�� ���$ �����0xd�ªxd� 1�ª
�M�����$�� ���$ �:�����3���0���$O(md� 1;d� 1md;d) �`�-���0���3���&�$���$�• �k���3�?�3 �#���$ �������1 ���3���0���3���9 ���&�0�3�Ž �����$�+�3�����3
�����0 �@�"���&�0���3���#�4�1O(md) �j���
�����$�1�
���0���3�3���Ž �:�&������ �������0 ������ �[�&�$�1�3���$�3�� ���$ �����0O�ª�^�&�3���3���&�$
�$���
���3 �9�&�$d �������	�$���3�• �K�����1 �9���0�����1�1���0�3 �����1 �j���1�4�"�3���3 ���4�1 �Ÿ�µ�¹�Ž �@���1�
���$���3�3 �¸�•�µ� �Ž �:�& �����$ �@�"�ª
���&�0���3���#�4�1 �����0 �[�&�#�-�"���;���3�	�3O(md) �-�0�	�1���$�3�����0�3 �:���0���• �s�������0 �Ù�8�0 ������ �q�����0�Ù�8���0�4�$�� �����ª
�$���0 �]���3�0���;M ���$ �����0�� �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#M � �$�&�
�� �Ù�8�0 ������ �H���0���
���$�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3��
y 2 PS(M ) ���1�3 ���1 �������0 �$�&�3�:���$�������Ž ������ �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# �•�´�•�·�ž �?�4 �����0���
���$���$�•

�R�8�0 ������ ���0�?���4�����$���� �]���$����GS(M ) ���1�3 �������1���0 �@�"���&�0���3���#�4�1 �������$�1�& ���$�:���$�������0�Ž ���$�3�:���ª
�����0 ���$�����# ���4�0�
�� �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ ���"�"���0 �R�&�0�#���"�$ �#���3M �����$ ���$���"�&�����0 �@�"���&�0���3���#�4�1 ���#�ª
�-�"���#���$�3�����0�3 �:���0�� �&�����0 ���4�0�
�� �H���0���
���$�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3�� �����1 �]�4�1�3���0�1PS(M ) �4�$�� �����$��
���$�1�
���"�����2���$���� �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ ���"�"���0 �r���!�3�&�0���$y 2 PS(M ) �#���3M �•

�@�$���"�&�� �"�	�1�1�3 �1���
�� �������1�� �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ ���4�� �����$�� �����"������������ �!�&�#�-���!�3���Ž �?�4�1���#�#���$���	�$�����$�ª
���� �]���$���� K � Rd ���0�:�����3���0�$�Ž ���$�����# ������ �S�0���$�?���$�Ž ������ ���$ �����0 �&���������$ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�� �1�3���3�1
� 1

2 �1���$���Ž ���$�3�1�-�0���
�����$�� ���$�����-���1�1�3 �:���0�����$�•

�H�����1�-�����" �´�•�´�³�•
�S�����������$ �1���� ������ �]���3�0���;M =

�
16 0
14 8

�
�• �k���� �����1���3�?�3 ������ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0"1 = 2 �4�$��"2 = 64�•

�K���� �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# �"���4�3���3M � =
�

2 56
0 64

�
�• �K���1 �]�4�1�3���0PS(M ) �4�$�� ������ ���0�?���4�����$����

�S�0�4�-�-��GS(M T ) �1���$�� ���$ �@�������"���4�$�� �´�•�µ �����0�����1�3���"�"�3�• �R�8�0 �����1 �l�����"�#�4�1�3���0 �����0 �]���3�0���;N
�����0 �w���0�"�����4�$��M = JN =

�
2 0
0 1

��
8 0
14 8

�
�1���$�� ���$ �@�������"���4�$�� �´�•�µ �������$�1�& �]�4�1�3���0 �4�$�� ���0�ª

�?���4�����$���� �]���$���� �����0�����1�3���"�"�3�•

�´�»
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�´�•�µ �j�	�4�#�� �-���0���&�����1�
�����0 �R�4�$�!�3���&�$���$

�K���0 �H���$���
���ª�j���4�# �����0p�ª�\�������1���4���ª���$�3�����0�����0�����0���$ �-���0���&�����1�
�����$ �R�4�$�!�3���&�$���$ ���1�3 ���������ª
�����$ ���4�0�
��

Lp(Td) :=
�

f : Td ! C ; kf j Lp(Td)k < 1
	

; 1 � p � 1 �Ž �•�´�•�º�ž

�#���3 �����0 �^�&�0�#

kf j Lp(Td)k :=

8
>><

>>:

�
1

(2� )d

Z

Td

�
� f (x)

�
�p

dx
� 1=p

�����"�"�11 � p < 1 ;

ess-sup
x2Td

jf (x)j �����"�"�1p = 1 �Ž

�:�&������ �Ù�8�0 ������ �^�&�0�# �9���0�!�8�0�?���$�� ������ �k�
���0�������:�����1��kf j Lpk = kf j Lp(Td)k �9���0�:���$�����3
�:���0���• �s���� �8���"���
�� �1���$�� ������ �M�"���#���$�3�� �����1 �j���4�#���1Lp(Td) �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$ �9�&�$ �R�4�$�!�ª
�3���&�$���$�Ž ������ ���# �k���$�$�� �����1 �\�������1���4���ª�]���2���1 �����1�3�ª�8�����0���"�" �������$�3���1�
�� �1���$���• �K���� �M�"���#���$�3��
f 2 Lp(Td) �:���0�����$ ���$ �������1���0 �@�0�������3 �����0 �M���$�����
���������3 �����"�����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ �����$���$�$�3�•

�R�8�0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 L1(Td) �1���$�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f ) �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

ck (f ) :=
1

(2� )d

Z

Td
f (x)e� ik T x dx�Ž k 2 Zd�• �•�´�•�»�ž

�K���� �R�&�"���� �����0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �1���� �����?�����
���$���3 �#���3c(f ) = f ck (f )gk2Zd �•

�r�&�$ �����1�&�$�����0���0 �H�������4�3�4�$�� ���1�3 �����0 �R���"�"p = 2�Ž �����$�$ �����0 �j���4�#L2(Td) ���1�3 �#���3 �����# �k�!���"���0�ª
�-�0�&���4�!�3

hf; g i :=
1

(2� )d

Z

Td
f (x)g(x) dx

�����$ �T���"�����0�3�ª�j���4�#�Ž �:�&������z �����1 �!�&�$���4�������0�3 �[�&�#�-�"���;�� �9�&�$z 2 C �����?�����
���$���• �K���� �R�&�4�0�����0�ª
�[�&���Þ�?�����$�3���$ �"���1�1���$ �1���
�� ���&�0�3 �����1�
���0���������$ ���4�0�
��ck (f ) = hf; eik T � i �• �K�� ������ �]�&�$�&�#��
eik T � �Žk 2 Zd�Ž �����$�� �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �H���1���1 �����1L2(Td) �����"�����$�Ž �����"�3 �Ù�8�0f 2 L2(Td)

f =
X

k2Zd

ck (f )eik T � �• �•�´�•�¼�ž

�K���� �k�4�#�#�� ���4�� �����0 �0���
���3���$ �k�����3�� ���$ �•�´�•�¼�ž �������2�3 �R�&�4�0�����0�ª�j�������� �9�&�$f �•

�´�¼
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�@�$���"�&�� �?�4 �����$Lp�ª�j�	�4�#���$ �1���� �Ù�8�0 �����$ �����1�!�0���3���$ �R���"�" �����0 �H���$���
���ª�j���4�# �����0q�ª�1�4�#�ª
�#�����0�����0���$ �R�&�"�����$`q(X ) ���4�� �����$���0 �U�$�����;�#���$����X � Zd �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

`q(X ) :=
�

f ck gk2X ; kf ck gk2X j `q(X )k < 1
	

; 1 � q � 1 �•�´�•�´�³�ž

�#���3 �����0 �^�&�0�#

kf ck gk2X j `q(X )k :=

8
>><

>>:

� X

k2X

�
�ck

�
�q

� 1=q

�����"�"�11 � q < 1 ;

sup
k2X

jck j �����"�"�1q = 1 �•

�K�� ������ �U�$�����;�#���$���� ���$ �����0 �^�&�0�# �������������$ ���1�3�Ž �€�$�����3 ������ �[�4�0�?�1�
���0�������:�����1��kc j `p(X )k
���	�4�€�� �r���0�:���$���4�$���• �R�8�0X = Zd �:���0�� �������1�� �9���0�!�8�0�?�3 �?�4kc j `qk = kc j `q(Zd)k�•

�R�8�0p = q = 2 �����"�3 ������ �g���0�1���9���"�1�
���� �S�"�����
���4�$���‘ �k�������$f; g 2 L2(Td) �4�$�� ������ �R�&�"�����$ �����0
�R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����?�����
���$���3 �#���3c(f ) =

�
ck (f )

	
k2Zd �4�$��c(g) =

�
ck (g)

	
k2Zd �Ž

�����$�$ �����"�3

hf; g i = hc(f ); c(g)i `2 :=
X

k2Zd

ck (f )ck (g)�• �•�´�•�´�´�ž

�k�&�#���3 �1���$�� ���$�1�����1�&�$�����0�� �#���3f = g �:�������$

kf j L2k = kc(f ) j `2k �•�´�•�´�µ�ž

������ �j�	�4�#��L2(Td) �4�$��̀ 2(Zd) ���1�&�#�&�0�-���•

�M�1 �����?�����
���$��A(Td) ������ �s�����$���0�ª�@�"�������0�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ �#���3 �����1�&�"�4�3 �!�&�$�9���0�����$�3���0 �R�&�4�ª
�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$�ª�R�&�"�����Ž ���• ���•

A(Td) :=
�

f : Td ! C ; kf j Ak :=
X

k2Zd

jck (f )j < 1
�

�• �•�´�•�´�¶�ž

�s�����3���0 �����?�����
���$��C(Td) �����$ �H���$���
���ª�j���4�# �����02� �ª�-���0���&�����1�
�����$ �1�3���3�������$ �R�4�$�!�3���&�$���$
���4�� �����# �l�&�0�4�1Td �#���3 �����0 �]���;���#�4�#�$�&�0�#kf j C(Td)k := max

x2Td
f (x)�• �@�4�1 �����0 �����1�&�"�4�3���$

�[�&�$�9���0�����$�? �����0 �R�&�4�0�����0�ª�j�������� �9�&�$f ���&�"���3 �#���3 �����# �s�������0�1�3�0���2�1�
�����$ �]�����&�0���$�3���$�!�0���ª
�3���0���4�# �Ù�8�0 �R�4�$�!�3���&�$���$���&�"�����$ ������ ���"�����
���#�	�2������ �[�&�$�9���0�����$�? �4�$�� �1�&�#���3 ������ �k�3���3�����!�����3
�9�&�$f �Ž ���"�1�& ���1�3A(Td) � C(Td)�•

�µ�³
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�R�8�0 �����$ �����1�3���1j 2 f 1; : : : ; dg �4�$�� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 A(Td)�Ž �����0���$ �-���0�3�����"�"�� �@���"�����3�4�$��
@

@xj
f 2 A(Td) ���1�3�Ž �����"�3 �#���3h = (0 ; : : : ; 0; hj ; 0; : : : ; 0)T 2 Rd; hj 6= 0�Ž �����1�1

ck (f (� � h)) � ck (f )
hj

=

 
eihT k � 1

hj

!

ck (f )
hj ! 0
�! ikj ck (f ); k 2 Zd�•

�K���� �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����0 �-���0�3�����"�"���$ �@���"�����3�4�$�����$ �9�&�$f �"���1�1���$ �1���
�� ���"�1�& ���4�0�
�� ������
�R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �9�&�$f ���4�1���0�8�
�!���$�‘

ck

�
@

@xj
f

�
= i kj ck (f ); k 2 Zd�•

�M�1 �����?�����
���$��r f :=
�

@
@xj

f
� d

j =1 �����$ �r���!�3�&�0 ���"�"���0 �-���0�3�����"�"���$ ���0�1�3���$ �@���"�����3�4�$�����$�• �k���$��

�������1�� �1�3���3�����Ž �"�	�1�1�3 �1���
�� ������ �@���"�����3�4�$�� ���$ �j���
���3�4�$��v 2 Rd; kvk2 = 1�Ž ���4�
�� �1�
���0���������$ ���"�1

@
@v

f = vT r f =
dX

j =1

vj
@

@xj
f �• �•�´�•�´�·�ž

�H���3�0���
���3���3 �#���$ �Ù�8�0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 A(Td)�Ž �����0���$ ���0�1�3�� �4�$�� �?�:�����3�� �-���0�3�����"�"�� �@���ª
�"�����3�4�$�����$@

@xj
f; @2

@xj @xk
f ���$A(Td) �1���$���Ž ������ �?�:���������
���� �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$��@

@v
@

@w f �#���3

v; w 2 Rd; kvk2 = kwk2 = 1�Ž �1�& �����"�3

@
@v

@
@w

f =
@

@v

�
wT r f

�
=

dX

j =1

dX

k=1

vj wk
@2

@xj xk
f

�4�$�� �1�&�#���3 ���&�"���3

ck

�
@

@v
@

@w
f

�
= � (vT k)(wT k)ck (f )�•

�\���������$v �4�$��w �������1�-�����"�1�:�����1�� ���$ �����0x i �ªx j �ª�M�����$���Ž �1�& �����$�8���3 ���1�Ž �:���$�$ �#���$�����1�3���$�1 ������
�����������$ �����?�4�������+�0�������$ �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�����$ ���$A(Td) �"���������$�• �K���� �S�"���3�3�������3 ���$x i �ª �4�$��
x j �ª�j���
���3�4�$�� �1�-���������"�3 �1���
�� �����$�$ ���# �@���!�"���$���9���0�����"�3���$ �����0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f )
�:���������0�• �K�����1�� �U������ �Ù�8���0�3 ���4�� ������ �K���€�$���3���&�$ �����0 �H���1�1���"�ª�g�&�3���$�3�����"�ª �&�����0Lp�ª�k�&���&�"���9�ª�j�	�4�#���•

�µ�´



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�K���€�$���3���&�$ �´�•�´�´�•Lp�ª�k�&���&�"���9�ª�j�	�4�#���ž�•
�k�������$1 < p < 1 �4�$��� 2 R�• �K���0�+�\�A�\�X�G�p�²�*�9�k�YH �

p (Td) �����0 �`�0���$�4�$��� ���1�3 �����€�$�����0�3
���4�0�
��

H �
p (Td) :=

�
f 2 L1(Td) ; kf j H �

p k < 1
�

�#���3 �����0 �^�&�0�#

kf j H �
p k :=










X

k2Zd

(1 + kkk2
2)�= 2ck (f )eik T �

�
�
�
�Lp








 �•

�U�$ �@�$���"�&������ �?�4�0 �g���0�1���9���"�1�
�����$ �S�"�����
���4�$�� �4�$�� �����$`p�ª�j�	�4�#���$ �"���1�1���$ �1���
�� �j�	�4�#�� �9�&�$
�R�4�$�!�3���&�$���$ �����€�$�����0���$�Ž ������ �����$���$ ������ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ ���4�� �����$ �����:�����"�������$ �R�&�"�����$ �����0 �R�&�4�ª
�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ �����0�4�����$�•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�´�µ�•
�M�1 �1�������$1 � q � 1 �4�$��� 2 R�• �K���0 �j���4�#A �

q (Td) �����0 �`�0���$�4�$��� ���1�3 �������������$ ���"�1

A �
q (Td) :=

�
f 2 L1(Td) ; kf j A �

qk < 1
�

�#���3

kf j A �
qk :=




 f (1 + kkk2

2)�= 2ck (f )gk2Zd

�
�`q




 �•

�K�����1�� �j�	�4�#�� �1���$�� ���4�
�� ���"�1 ���1�&�3�0�&�-�� �R�4�$�!�3���&�$���$�0�	�4�#�� �����!���$�$�3�• �K���� �U�1�&�3�0�&�-���� �!���$�$
���4�0�
�� ������ �^���9�����4�"���$�����$ �����1 �S���:���
���3���1� Ed

� (k) := (1 + kkk2
2)�= 2 �9���0�����4�3�"���
���3 �:���0�����$�•

�K���1 �S���:���
���3 �����"�����3 ���$ �����$ �^���9�����4�"���$�����$ �����0 �����$�?���$ �w�����"���$ �!�&�$�?���$�3�0���1�
���� �[�0�����1���Ž �9���"�•
�@�������"���4�$�� �´�•�¶ ���ž�• �K�����1�� �"���������$ �4�# �1�& �����
���3���0�Ž ���� ���0�+�2���0� �����:�	���"�3 �:���0���• �k���� ���0�?�:���$�����$
�1�& �����$ �����:���1�1���1 ���"�����
���#�	�2�������1 �@���!�"���$���9���0�����"�3���$ ���"�"���0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$�• �U�# �[�&�$�ª
�3�0���1�3 �����?�4 �1�3�������$ ������ �j�	�4�#�� �����#���1�
���3 ���&�#���$�����0�3���0 �S�"���3�3�������3�Ž ������ �����$���$ ������ �[�&�&�0�����ª
�$���3���$�0���
���3�4�$�����$ �4�$�3���0�1�
���������"���
�� �����:���
���3���3 �:���0�����$�Ž �1�������� �Ÿ�·�»�Ž �[���-���3���" �·� �Ž ���"�"���0�����$���1
�&�0�����$�3�����0���$ �1���
�� ���4�
�� �������1�� ���$ �����$ �[�&�&�0�����$���3���$���
���1���$�• �R�8�0 �:�����3���0�� �I�����0���!�3���0���1�����0�4�$�ª
�����$�Ž �:���� �M���$�����3�3�4�$���1�1�	�3�?�� �������1���0 ���1�&�3�0�&�-���$ �"���$�����0���$ �R�&�"�����$�0�	�4�#���Ž �1�������� �Ÿ�¸�¸�Ž �[���-���3���" �´� 
�4�$�� �Ÿ�¸�´� �•

�M�1 �����?�����
���$��kM k2 := max
kxk2=1

kMx k2 ������ �k�-���!�3�0���"�$�&�0�# �����0 �]���3�0���;M �•

�µ�µ



�ƒ�¡�„ �*�<�k�Y�G �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G�g ���k�Z�W�i�Q�\�Z�G�Z

�•�•

k2

�• k1�•

1

�•

2

�•

� 1

�•

� 2

�•
1

�•
2

�•
� 1

�•
� 2

���•� E d
2 (k)�•

�•�•

k2

�• k1�•

1

�•

2

�•

� 1

�•

� 2

�•
1

�•
2

�•
� 1

�•
� 2

���•� M
2 (k) �#���3M ���4�1 �H�����1�-�����" �´�•�´�³�•

�@�������"���4�$�� �´�•�¶�•�K���� �^���9�����4�"���$�����$� M
2 (k) = a; a 2 f 2; 3; 4; 5g�Ž �9���0�����4�3�"���ª

�
�����$ �����1 �@���!�"���$���9���0�����"�3���$�Ž �����1 ������ ���"�"���-�3���1�
���� �S���:���
���3�1���4�$�!�3���&�$ �#�&�ª
�����"�"�����0�3�• �R�8�0 �����$ �R���"�"�Ž �����1�1M = Ed ���1�3�Ž ���$�3�1�3�����3 �����0 �!�"���1�1���1�
�����Ž ���1�&�3�0�&�-��
�R���"�" ���$ ���ž�Ž ���$�����0�$�����"�"�1 ���"�"���-�3���1�
���� �^���9�����4�"���$�����$ ���$ ���ž�•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�´�¶�•�M�"�"���-�3���1�
���� �S���:���
���3�1���4�$�!�3���&�$�ž�•
�R�8�0 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$��� 2 R ���1�3 �������G�X�X�Q�e�i�Q�h�B�P�G ���G�q�Q�B�P�i�h�M�k�Z�W�i�Q�\�Z� M

�

�������������$ ���4�0�
��

� M
� (k) :=

�
1 + kM k2

2kM � T kk2
2

� �= 2
; k 2 Zd�•

�U�1�3 ������ �]���3�0���; ���4�1 �����# �[�&�$�3���;�3 �!�"���0�Ž �1�& �:���0�� ������ �9���0�!�8�0�?�3�� �k�
���0�������:�����1��� � := � M
�

�9���0�:���$�����3�• �K���0 �^���#�� ���$�3�1�3���#�#�3 �����0 �����"���"���
�����$ �M�0�!�"�	�0�4�$�� �����1 ���$���1�&�3�0�&�-���$ �R���"�"���1�Ž �����0
���# �w�:���������#���$�1���&�$���"���$ ���"�"���-�3���1�
���� �^���9�����4�"���$�����$ �����0�9�&�0���0���$���3�Ž �1�������� �@�������"���4�$�� �´�•�¶ ���ž�•
�K�&�0�3 �1���$�� �Ù�8�0 ������ �]���3�0���;M =

�
16 0
14 8

�
���4�1 �H�����1�-�����" �´�•�´�³ ������ �^���9�����4�"���$�����$ �����0 �S���:���
���3�1�ª

���4�$�!�3���&�$� M
2 (k) �����0�����1�3���"�"�3�•

�U�$ �����0 �l���3 ���1�3 ������ �S���:���
���3�1���4�$�!�3���&�$� M
� �4�$�������	�$������ �9�&�$ �����0 �k�!���"�����0�4�$�� �����0 �]���3�0���;M �•

�K�����1 �?�������3 �����1 ���&�"�����$����

�\���#�#�� �´�•�´�·�•
�R�8�0 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$���; � 2 R; � 6= 0�Ž �����"�3

� M
� (k) = � � M

� (k); k 2 Zd�• �•�´�•�´�¸�ž

���G�q�G�Q�h�¡�K���� �@�4�1�1������ ���&�"���3 ���4�1 �����0 �K���€�$���3���&�$ �����0 ���"�"���-�3���1�
�����$ �S���:���
���3�1���4�$�!�3���&�$� M
� �4�$��

�����0 �l���3�1���
�����Ž �����1�1(� M )� T = � � 1M � T ���1�3�•

�µ�¶



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�\���#�#�� �´�•�´�¸�•
�R�8�0 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �#���3kM k2 � 2 �4�$�� �����$�� ���"�"���-�3���1�
���� �S���:���
���3�1���4�$�!�ª
�3���&�$� M

� �#���3 �$���
���3�$�������3���9���#� 2 R �����"�3

� M
� (k + M T z) � k M k�

2 � M
� (k)� M

� (z); �Ù�8�0k; z 2 Zd�• �•�´�•�´�¹�ž

���G�q�G�Q�h�¡�M�1 �����"�3 ������ �S�"�����
���4�$��2 � k M k2 =
p

� d(M T M )�Ž �:�&������� d(M T M ) �����0 ���0�+�2�3��
�M�������$�:���0�3 �����1 �]���3�0���;�-�0�&���4�!�3���1M T M ���1�3�• �R�8�0z = 0 �&�����0k = 0 �����"�3 ������ �@�4�1�1�������• �R�8�0
k; z 6= 0 �����"�3 �#���3 �����0 �K�0�������
�!�1�ª�m�$���"�����
���4�$�� �4�$�� �����0 �k�4���#�4�"�3���-�"���!���3���9���3�	�3 �����0 �k�-���!�3�0���"�ª
�$�&�0�# �:�����3���0

� M
� (k + M T z)

= (1 + kM k2
2kM � T (k + M T z)k2

2)�= 2

� k M k�
2 (1 + kM � T kk2

2 + 2kM � T kk2kzk2 + kzk2
2)�= 2�•

�M�1 �����"�3���$kM k2kM � T kk2 � 1�Žkzk2 � 1 �4�$��kM k2 � 2�• �k�&�#���3 ���&�"���3

� M
� (k + M T z)

� k M k�
2 (1 + kM � T kk2

2 + kM k4
2kM � T kk2

2kzk2
2 + kM T M � T zk2

2)�= 2

� k M k�
2 (1 + kM k2

2kM � T kk2
2)�= 2(1 + kM k2

2kM � T zk2
2)�= 2

= kM k�
2 � M

� (k)� M
� (z)�•

�K���#���3 �"���1�1���$ �1���
�� �$�4�$ �j�	�4�#�� �9�&�$ �R�4�$�!�3���&�$���$ �#���3 �@���!�"���$���9���0�����"�3���$ �����€�$�����0���$�•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�´�¹�•
�S�����������$ �1�������$ �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�Ž� 2 R �4�$�� �����$ �M�;�-�&�$���$�3q � 1�• �K���$�$
���1�3 �����0 �j���4�#A �

M ;q �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

A �
M ; q(T

d) :=
n

f 2 L1(Td)
�
�



 f

�
� A �

M ;q




 < 1

o

�#���3 �����0 �^�&�0�#




 f

�
� A �

M ;q




 :=




 f � M

� (k)ck (f )gk2Zd

�
� `q




 �•

�K���� �j�	�4�#��A �
M ;q(T

d) �9���0���"�"�����#�����$���0�$ ������ �j�	�4�#�� �-���0���&�����1�
�����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ ���4�1 �K���€�ª
�$���3���&�$ �´�•�µ ���$ �Ÿ�¸�¸� �• �K�&�0�3 �:���0�� ���4�0�
�� ������ �^�&�0�#kkk2 �����$ �!�0�����1�Ù�+�0�#�������1 �@���!�"���$���9���0�����"�ª

�µ�·



�ƒ�¡�… ���Q�G �D�Q�h�W�g�G�i�G ���\�k�g�Q�G�g�²�,�g�9�Z�h�M�\�g�Y�9�i�Q�\�Z �9�k�M �D�G�Y ���k�h�i�G�gP(M )

�3���$ �����0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f ) �#�&�����"�"�����0�3�• �K�4�0�
�� ������ �M���$�Ù�8���0�4�$�� �����0 �@�$���1�&�3�0�&�-����
���?���"�• �����0 �]���3�0���;M ���$�3�1�3�����3 ���$ �����$ �j�	�4�#���$A �

M ;q(T
d) �����$ �@���!�"���$���9���0�����"�3���$�Ž ������ �����#

������ �M�"�"���-�1�&������ �����0 �^���9�����4�"���$�����$ ���4�0�
�� ������ �]���3�0���;M �����1�
���0���������$ �:���0�����$�• �U�# �k�-���?�����"�ª
�����"�"�Ž �����1�1 ������ �]���3�0���;M = 
 Ed; 
 2 Rnf 0g�Ž ���1�3�Ž ���$�3�1�3�������$ ������ �j�	�4�#�� ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ
���$ �Ÿ�¸�¸� �•

�´�•�¶ �K���� �����1�!�0���3�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0
P(M )

�@�4�1 �����$ �����1�!�0���3���$ �s���0�3���$ �����$���0 �@���3���1�3�4�$�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$f 2 C(Td) �"���1�1���$ �1���
�� ������
�R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f ) ���4�1 �•�´�•�»�ž ���-�-�0�&�;���#�����0���$�• �K���?�4 �1����M 2 Zd� d �����$�� �0�����4�"�	�0��
�]���3�0���;�Ž �����$�$ �1���$�� ������ �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$cM

h (f ); h 2 Zd �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

cM
h (f ) :=

1
m

X

y 2P(M )

f (2� y)e� 2� ihT y � ch (f )�• �•�´�•�´�º�ž

�K���1 �U�$�3�����0���" ���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�»�ž �:���0�� �������0 ���4�0�
�� ������ �l�0���-���?�0�������" ���4�� �����$ �1�!���"�����0�3���$
�]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$2� y �Žy 2 P(M )�Ž ���-�-�0�&�;���#�����0�3�• �@�4�����0�4�$�� �����0 �g���0���&�����?���3�	�3 �9�&�$f ���1�3
�������1�� �������$�3���1�
�� �?�4�0 �#�4�"�3���9���0�����3���$ �j���
���3���
�!�ª �&�����0 �S���3�3���0�ª�j�������"�Ž �1�������� �Ÿ�¸�·�Ž �[���-���3���" �µ� �•
�@�4�2���0�����# ���1�3 �����1 �r�&�"�4�#���$ �����1 �g���0���"�"���"�&�3�&�-�1M � 1[0; 1)d �$���
�� �Ÿ�¶�Ž �\���#�#�� �U�U�•�º�  ���"�11

m �����ª
�!���$�$�3�•

�R�8�0 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�Žh 2 G(M T )�Žy 2 P(M )�Ž �4�$�� �����$z 2 Zd �����"�3

e2� ihT y = e2� i(h+ M T z)T y = e2� ihT (y + z) �Ž

�����$�$ ����y 2 P(M ) ���1�3�Ž ���&�"���3zT My 2 Z �4�$�� �1�&�#���3 ���1�3e2� izT My = 1�• �K���� �?�:�����3�� �S�"�����
���ª
�������3 ���&�"���3�Ž ����h; z 2 Zd�•

�K���� �K���€�$���3���&�$ �����0 �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �•�´�•�´�º�ž ���	�$���3 ���������0 �$���
���3 �9�&�$ �����0
�s�����" �����1 �����:�����"�������$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$y 2 P(M ) �����0 �����?�4�������+�0�������$ �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1��
[x]M �Žx 2 �( M )�Ž �����• �@�$���"�&�� �����"�3 �������1 ���4�
�� �Ù�8�0 ������ �M�"���#���$�3��h �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����
G(M T ) �4�$�� �����0���$ �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1���$[k]M T �Žk 2 Zd�•

�R�8�0 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$�� �����$k 2 Zd �����"�3 �$���
�� �Ÿ�¸�·�Ž �\���#�#�� �µ�•�º� 

X

y 2P(M )

e2� ik T y = m� M
0;k �• �•�´�•�´�»�ž

�µ�¸



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�R�8�0 ������ �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$cM
k (f ) �����"�3 �����1

�\���#�#�� �´�•�´�º �•�@�"�����1���$�� �R�&�0�#���"�ž�•
�k����f 2 A(Td) �4�$��M 2 Zd� d �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;�• �K���$�$ �����"�3

cM
k (f ) =

X

z2Zd

ck+ M T z(f ); k 2 Zd�•

���G�q�G�Q�h�¡�M�$�3�:���
�!���"�3 �#���$ ���$ �•�´�•�´�º�ž ������ �R�4�$�!�3���&�$f ���$ �����$���# �g�4�$�!�32� y �Žy 2 P(M )�Ž ���$ �����0��
�R�&�4�0�����0�ª�j���������Ž �1�& ���0���	�"�3 �#���$ ���4�����0�4�$�� �����0 �����1�&�"�4�3���$ �[�&�$�9���0�����$�? �����0 �R�&�4�0�����0�ª�j��������

cM
k (f ) =

1
m

X

y 2P(M )

f (2� y)e� 2� ik T y

=
1
m

X

y 2P(M )

 
X

h2Zd

ch (f )e2� ihT y

!

e� 2� ik T y

=
1
m

X

h2Zd

ch (f )
X

y 2P(M )

e� 2� i( k � h)T y

=
X

z2Zd

ck+ M T z(f )�• �•�´�•�´�¼�ž

�K���� �"���3�?�3�� �S�"�����
���������3 ���0�������3 �1���
�� �����0���4�1�Ž �����1�1 ������ �k�4�#�#�� �8�����0y �1���
�� �?�4m ���0�������3�Ž �����"�"�1
k � h mod M T �4�$�� ���$�����0�$�����"�"�1 �9���0�1�
���:���$�����3�Ž �1�������� �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�´�»�ž�•

�K�����1�� �"���3�?�3�� �k�4�#�#�� ���$ �•�´�•�´�¼�ž �:���0�� ���4�
�����g�9�B�W�G�i�²�+�k�Y�Y�G�����$���$�$�3 �4�$�� �#���3

[c(f )]M
h = [ f ck (f )gk2Zd ]Mh :=

X

z2Zd

ch+ M T z(f )

�����?�����
���$���3�•

�@�4�1 �����0 �@�"�����1���$���ª�R�&�0�#���" ���0�������3 �1���
���Ž �����1�1 ������ �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$cM
h (f )

�-���0���&�����1�
�� �1���$���Ž ���$ �����# �k���$�$���Ž �����1�1 �Ù�8�0h; z 2 Zd ������ �S�"�����
���������3cM
h (f ) = cM

h+ M T z(f )
�����"�3�• �K���#���3 �����$�8���3 ���1�Ž ������ �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ ���4�1 �•�´�•�´�º�ž �"���������"���
�� ���4�� �����$���0
���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T ) �?�4 �����3�0���
���3���$�• �K���� �g���0���&�����?���3�	�3 �
�����0���!�3���0���1�����0�3 ������ �@�������"�ª
���4�$�� �9�&�$ �����$ �@���3���1�3�:���0�3���$ ���4�� ������ �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ ���"�1 �����$�� ���$���"���
����
�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$(f (2� y))y 2P(M ) 7! (cM

h )h2G(M T ) �Ž ������ �1���
�� ���"�"�����#�����$ ���&�0�#�4�"�����0���$ �"�	�1�1�3
���4�0�
�� ������

�µ�¹



�ƒ�¡�… ���Q�G �D�Q�h�W�g�G�i�G ���\�k�g�Q�G�g�²�,�g�9�Z�h�M�\�g�Y�9�i�Q�\�Z �9�k�M �D�G�Y ���k�h�i�G�gP(M )

�K���€�$���3���&�$ �´�•�´�»�•�R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�• �K���$�$ ���1�3 ���������\�k�g�Q�G�g�²���9�i�g�Q�rF (M ) �����€�$�����0�3
���4�0�
��

F (M ) :=
1

p
m

�
e� 2� ihT y

�

h2G(M T );y 2P(M )
2 Cm� m �• �•�´�•�µ�³�ž

�K�������� ���	�$���3 ������ �]���3�0���;F (M ) �1�&�:�&���" �9�&�$ �����0 �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3�� ���$ �����0 ���0�?���4�ª
�����$�����$ �]���$����G(M T )�Ž �:���"�
���� ������ �w�����"���$ �����0���1�1�����0���$ ���"�1 ���4�
�� �9�&�$ �����0 �@�$�&�0���$�4�$�� �����0
�M�"���#���$�3�� �����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) �Ù�8�0 ������ �k�-���"�3���$ �����•

�k����E ������ �K�������&�$���"�#���3�0���; �����0 �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# ���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�·�ž�• �@�4�����0�4�$�� �����0
�U�1�&�#�&�0�-�����1�#���$ �•�´�•�¸�ž ���;���1�3�����0�3 �1�&�:�&���" �����$�� �g���0�#�4�3���3���&�$�1�ª�]���3�0���;Py �Ž �:���"�
���� ������ �U�$�����ª
�?���1y 2 P(M ) �����0���0�3 �4�#�1�&�0�3�����0�3�Ž �����1�1 �1���� �����0 �!���$�&�$���1�
�����$ �j���������$���&�"���� ���$P(E) ���$�3�ª
�1�-�0���
�����$�Ž ���"�1 ���4�
�� �����$�� �]���3�0���;Ph �Ž �:���"�
���� ������ �m�#�&�0���$�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3��h 2 G(M T )
���$ ������ �!���$�&�$���1�
���� �j���������$���&�"���� ���$G(E) �����1�
���0�������3�• �M���$�� �����$���4���0�� �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �g���0�ª
�#�4�3���3���&�$�1�ª�]���3�0���?���$Py ; Ph ���1�3 �Ù�8�0 ������ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �4�$�� ���$�1�����1�&�$�����0�� �Ù�8�0 ������ �\���4���ª
�?�����3 �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1 �����0 �1�
���$���"�"���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �9�&�$ �:���1���$�3�"���
�����0 �H�������4�ª
�3�4�$���• �K�����1���# �@�1�-���!�3 �����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F (M ) �:�����#���3 �1���
�� �����1 �[���-���3���" �¶�•

�R�8�0 ������ �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F (E) �"�	�1�1�3 �1���
�� ������ �U������ �����1 �j�&�:�ª�I�&�"�4�#�$�ª�@�"���&�0���3���#�4�1 �Ÿ�´�¹�  �����ª
�0���!�3 �1�
���0���������$ ���"�1

F (M ) = PhF (E)Py = PhF " 1 
 � � � 
 F " d Py �Ž �•�´�•�µ�´�ž

�:�&������Fn = 1p
n

�
e� 2� i kl

n
� n� 1

k;l =0 2 Cn� n �Žn 2 N�Ž ������ �����$�����#���$�1���&�$���"�� �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���; �4�$��

 �����1 �[�0�&�$���
�!���0�ª�g�0�&���4�!�3 �?�:�������0 �]���3�0���?���$ �����?�����
���$���3�• �M�1 �����"�3 �#���3 �����$ �j���
�����$�0�������"�$
�����1 �[�0�&�$���
�!���0�ª�g�0�&���4�!�3���1 �Ÿ�¸�º�Ž �k�• �´�µ�  �4�$�� �:�������$PT

h Ph = PT
y Py = Ed�Ž �����1�1

F (M )� 1 = F (M )
T

�•

�k���$�� �:�����3���0 ������ ���0�?���4�����$���� �]���$����G(M T ) �4�$�� �����1 �]�4�1�3���0P(M ) ���$ ���"�����
�����0 �j���������$�ª
���&�"���� ���$�����&�0���$���3�Ž ���• ���• ���1�3Ph = P � 1

y �Ž �1�& ���1�3 �:�������$PT
y = P � 1

y �4�$��PT
h = P � 1

h ���4�
��

F (M ) = F (M )T

�4�$�� �1�&�#���3

F (M )� 1 = F (M )�•

�µ�º



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�R�8�0 �����$���$ �r���!�3�&�0a = ( ay )y 2P(M ) �Ž �����1�1���$ �@�$�&�0���$�4�$�� �#���3 �����0�����$�������$ �����0 �k�-���"�3���$ �����0
�R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F (M ) �8�����0�����$�1�3���#�#�3�Ž ���1�3 ������ �����1�!�0���3�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �����?�8���ª
�"���
��M �������������$ ���4�0�
��

â := ( âh )h2G(M T ) =
p

mF (M )a 2 Cm �Ž

�:�&������̂a = ( ah )h2G(M T ) ������ ���"�����
���� �j���������$���&�"���� �����0 �M�"���#���$�3�� ���4���:�����1�3 �:���� ������ �w�����"���$
�����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F (M )�• �k���$�� ������ �s���0�3��ay �Žy 2 P(M )�Ž ���4�0�
��ay = f (2� y) �������������$�Ž
�1�& ���1�3 �#���3 �•�´�•�´�º�ž �4�$�� �\���#�#�� �´�•�´�ºâh = 1

m cM
h (f ); h 2 G(M T )�•

�k����a =
�
ay

�
y 2P(M ) 2 Cm �r���!�3�&�0 �����0 �\�	�$����m�• �K���$�$ �������2�3 ������ �]���3�0���;

circa :=
�
ay � x jP( M )

�
x ;y 2P(M ) 2 Cm� m �•�´�•�µ�µ�ž

�?���0�!�4�"���$�3�� �]���3�0���;�•

�\���#�#�� �´�•�´�¼�•
�M���$�� �?���0�!�4�"���$�3�� �]���3�0���;circa �"�	�1�1�3 �1���
�� �#���3 �T���"���� �����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F (M ) ���������&�$���"���ª
�1�����0���$�• �M�1 �����"�3

circa = F (M )T diagâ F (M )�•

���G�q�G�Q�h�¡�R�8�0 ������ �M���$�3�0�	���� �����0 �]���3�0���;B =
�
bh;k

�
h;k2G(M T ) = F (M ) circ a F (M )T �����"�3

bh;k =
1
m

X

x2P(M )

e2� ihT x

0

@
X

y 2P(M )

ax � y jP( M )
e� 2� ik T y

1

A �•

�]���3 �����0 �k�4���1�3���3�4�3���&�$w = x � y ���&�"���3

bh;k =
1
m

X

x2P(M )

e2� ihT x
X

w 2P(M )

aw e� 2� ik T (x � w )

=
1
m

X

w 2P(M )

aw e� 2� ik T w
X

x2P(M )

e2� i(h� k )T x �•

�K���� ���0�1�3�� �k�4�#�#�� ���$�3�1�-�0���
���3 �����$���0 �w�����"�� ���4�1 �•�´�•�µ�³�ž �4�$�� �#���3 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�´�»�ž ���1�3

bh;k = âk � M
k;h �•

�µ�»



�ƒ�¡�† ���Z�D�X�Q�B�P�D�Q�Y�G�Z�h�Q�\�Z�9�X�G �i�g�9�Z�h�X�9�i�Q�\�Z�h�Q�Z�p�9�g�Q�9�Z�i�G �*�<�k�Y�G

�´�•�· �M�$���"���
�������#���$�1���&�$���"�� �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3�� �j�	�4�#��

�K���� �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���$ �j�	�4�#�� �-���0���&�����1�
�����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ �:�4�0�ª
�����$ �����0�����3�1 ���$ �Ÿ�´�·�Ž �¶�³�  �4�$�3���0�1�4�
���3�• �R�8�0 �����$ �l���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3�ª�R���"�" �4�$�� �R�0���#���1 �:�4�0�����$
�������1�� ���$ �Ÿ�¸�  �4�$�� �Ù�8�0 �H���1���$ ���$ �Ÿ�µ�¸�Ž �·�¹�  �����3�0���
���3���3�•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�³�•�l�0���$�1�"���3���&�$�1�&�-���0���3�&�0�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f : Td ! C �4�$��y 2 R�• �K���0�,�g�9�Z�h�X�9�i�Q�\�Z�h�\�e�G�g�9�i�\�g�l y ���1�3
�����€�$�����0�3 ���4�0�
��

�l y f := f (� � 2� y)�•

�M�1 �����$�8���3 �����������Ž �1���
�� ���4��y 2 [0; 1)d �?�4 �����1�
���0�	�$�!���$�Ž ���� ������ �R�4�$�!�3���&�$f ���4�� �����# �l�&�0�4�1
Td �����€�$�����0�3 ���1�3�•

�H���#���0�!�4�$�� �´�•�µ�´�•
�R�8�0 ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f 2 L1(Td) ���0�������3 �1���
�� ���4�0�
�� �k�4���1�3���3�4�3���ª
�&�$ ���$ �•�´�•�»�ž �����0 �w�4�1���#�#���$�����$��

ck (�l y f ) = e � 2� ik T y ck (f ); k 2 Zd; y 2 Rd�• �•�´�•�µ�¶�ž

�m�$�3���0 �r���0�:���$���4�$�� �����0 ���$ �@���1�
���$���3�3 �´�•�´ �9�&�0�����1�3���"�"�3���$ �]�4�1�3���0 �"�	�1�1�3 �1���
�� �����$�$ ���&�"�����$����
�M�������$�1�
�����Ù�3 �����$���1 �r���!�3�&�0�0���4�#���1 �����€�$�����0���$�•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�µ�•�l�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���0 �j���4�#�ž�•
�M���$ �r���!�3�&�0�0���4�#V � L1(Td) �������2�3�i�g�9�Z�h�X�9�i�Q�\�Z�h�Q�Z�p�9�g�Q�9�Z�i �A�G�v�n�N�X�Q�B�PM �&�����0 �!�4�0�?M �ª���$�9���ª
�0�����$�3�Ž �����"�"�1

8' 2 V 8y 2 �( M ) : �l y ' 2 V �•

�M�1 �����$�8���3 �������&�
�� ���4�
�� �������0�Ž �1���
�� ���4�� �����$�� �]���$���� �9�&�$ �j���1�3�!�"���1�1���$�0���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����ª
�?�8���"���
��mod Ed �?�4 �����1�
���0�	�$�!���$�• �K���1 �S���3�3���0�( M ) �!���$�$ ���"�1�& ���$ �����0 �K���€�$���3���&�$ ���4�0�
��
�����$ �����"�������������1 �]�4�1�3���0P(M ) ���0�1���3�?�3 �:���0�����$�•

�R�8�0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 L2(Td) �4�$�� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �����?�����
���$��

V f
M := span

�
�l y f ; y 2 P(M )

	

�µ�¼
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������ �"���$�����0�� �T�8�"�"�� �����0 �l�0���$�1�"���3�� �9�&�$f �•

�s�����3���0 �����?�����
���$��sf
h ; h 2 G(M T )�Ž ������ �&�0�3���&���&�$���"���$ �k�-�"���$���1 �9�&�$f 2 L1(Td) �����?�8���"���
��

M �Ž ������ �����€�$�����0�3 �1���$�� ���4�0�
��

sf
h :=

X

k2Zd

ch+ M T k (f )ei( hT + k T M )� �• �•�´�•�µ�·�ž

�K�����1�� �:�4�0�����$ ���$ �Ÿ�µ�»�  �����$�����Ù�8���0�3�Ž �1�������� ���4�
�� �Ÿ�µ�¼�Ž �·�¸� �•

�K���1 ���&�"�����$���� �\���#�#�� �9���0���"�"�����#�����$���0�3 �\���#�#�� �µ�•�´�•�· ���4�1 �Ÿ�¸�³�  �8�����0 ���0�4�$���"�������$���� �M�������$�ª
�1�
�����Ù�3���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���0 �j�	�4�#�� �9�&�# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ ���4�� �����$ �R���"�" ���"�"�����#�����ª
�$���0 �l�0���$�1�"���3���&�$���$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M )�Ž �1�������� ���4�
�� �Ÿ�µ�¼�Ž �@���1�
���$���3�3 �¶�  �4�$�� �Ÿ�¶�·�Ž �@���ª
�1�
���$���3�3 �¶� �•

�\���#�#�� �´�•�µ�¶�•
�M�1 �1�������$f; g 2 L2(Td) �4�$��M 2 Zd� d �����$�� �����"������������ �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;�• �K���0 �r���!�3�&�0 �����0
�l�0���$�1�"���3��f := ( �l y f )y 2P(M ) �9�&�$f �1���� �Ù�8�0 �����$�� �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3�� �j���������$���&�"����
�����0 �M�"���#���$�3�� �9�&�$P(M ) �������������$�• �K���$�$ �����"�3���$ ���&�"�����$���� �@�4�1�1�������$�‘

���ž �M���$M �ª���$�9���0�����$�3���0 �l�����"�0���4�# �����1L2(Td) ���1�3 �Ù�8�0 ���������1 �l�����"�#�4�1�3���0P(N ) � P (M )�ŽN 2
Zd� d�Ž ���4�
��N �ª���$�9���0�����$�3�•

���žV f
M ���1�3M �ª���$�9���0�����$�3�•

�
�žV f
M = span

�
sf

h ; h 2 G(M T )
	

�•

���ž �K���0 �r���!�3�&�0 �����0 �l�0���$�1�"���3�� �9�&�$f �"�	�1�1�3 �1���
�� �����0�1�3���"�"���$ ���$ �����0 �R�&�0�#

f =
p

mF (M )T �
sf

h )h2G(M T ) �Ž �•�´�•�µ�¸�ž

�:�&������ ������ �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �k�-���"�3���$ �����0 �]���3�0���;F (M ) �#���3 �����0 �����1 �?�:�����3���$ �r���!�3�&�0�1
�8�����0�����$�1�3���#�#�3�•

���ž �M�1 �����"�3g 2 V f
M �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$ �����$ �r���!�3�&�0a = ( ay )y 2P(M ) ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1

ck+ M T z(g) = âhch+ M T z(f )�Ž �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T ) �4�$��z 2 Zd�Ž �•�´�•�µ�¹�ž

�¶�³



�ƒ�¡�† ���Z�D�X�Q�B�P�D�Q�Y�G�Z�h�Q�\�Z�9�X�G �i�g�9�Z�h�X�9�i�Q�\�Z�h�Q�Z�p�9�g�Q�9�Z�i�G �*�<�k�Y�G

�:�&������̂a =
�
âh )h2G(M T ) ������ �����1�!�0���3�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#�����0�3�� �����1 �r���!�3�&�0�1

a =
�
ay )y 2P(M T ) ���1�3�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� ���1�3 �����$�$

g =
X

y 2P(M )

ay �l y f �•

�Ù�ž �K���� �]���3�0���;G =
�
h�l y f; �l x gi

�
x ;y 2P(M ) ���1�3 �?���0�!�4�"���$�3 �4�$�� ���1 �����"�3

G = F (M )T diag
�

m
X

z2Zd

ch+ M T z(f )ch+ M T z(g)
�

h2G(M T )
F (M )�• �•�´�•�µ�º�ž

���ž �K���� �]���$���� �����0 �l�0���$�1�"���3��f �l y f ; y 2 P(M )g ���1�3 �"���$�����0 �4�$�������	�$������ �����$���4 �����$�$�Ž
�:���$�$

X

z2Zd

jch+ M T z(f )j2 > 0; �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T )�• �•�´�•�µ�»�ž

���ž �K���� �]���$���� �����0 �l�0���$�1�"���3��f �l y f ; y 2 P(M )g ���1�3 �����$���4 �����$�$ �&�0�3���&�$�&�0�#���"�Ž �:���$�$

X

z2Zd

jch+ M T z(f )j2 =
1
m

; �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T )�• �•�´�•�µ�¼�ž

���ž �S���"�3 �•�´�•�µ�»�ž�Ž �1�& �����1�3�����3 �����0 �r���!�3�&�0

f �&�$:= F (M )T diag
�

(m
X

l2Zd

jch+ M T l (f )j2)� 1
2

�

h2G(M T )
F (M )f �•�´�•�¶�³�ž

���4�1 �&�0�3���&�$�&�0�#���"���$ �l�0���$�1�"���3���$f �&�$= ( �l y f �&�$)y 2P(M ) �Ž �1�& �����1�1V f
M = V f �&�$

M �• �K���� �R�4�$�!�ª
�3���&�$f �&�$2 L2(Td) ���1�3 �������������$ ���4�0�
�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$

ch+ M T z(f �&�$) =
ch+ M T z(f )

�
m

P
l2Zd jch+ M T l (f )j2

� 1
2

; h 2 G(M ); z 2 Zd�• �•�´�•�¶�´�ž

���G�q�G�Q�h�¡���ž �k����N 2 Zd� d �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;�Ž ������ �����$ �l�����"�#�4�1�3���0P(N ) � P (M ) ���0�ª
�?���4���3�Ž ���• ���• �$���
�� �k���3�? �´�•�¶�Ž �����1�1 �Ù�8�0 ���������1x 2 P(N ) �����$y 2 P(M ) ���;���1�3�����0�3 �#���3
y = xjP(M ) �• �k�&�#���3 �1���$�� �`�-���0���3�&�0���$ �ly = �l x �������$�3���1�
���• �K���#���3 ���&�"���3 �Ù�8�0 �����$���$M �ª
���$�9���0�����$�3���$ �l�����"�0���4�#V 2 L2(Td)�Ž �����1�1 �Ù�8�0 ���"�"��f 2 V �4�$��x 2 P(N ) �����"�3 �lx f =
�l y f 2 V �•

�¶�´
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���ž �S�����������$ �1���� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g 2 V f
M �• �K�����1 ���1�3 ���"�����
�����������4�3���$�� �����#���3�Ž �����1�1 �����$ �r���!�3�&�0

(ay )y 2P(M ) ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1 �1���
��g �1�
���0���������$ �"�	�1�1�3 ���"�1

g =
X

y 2P(M )

ay �l y f �•

�k����x 2 P(M )�Ž �����$�$ �����"�3 ���4�����0�4�$�� �����0 �\���$�����0���3�	�3 �9�&�$ �ly �#���3 �����0 �k�4���1�3���3�4�3���&�$w =
x + y�Ž �����1�1

�l x g =
X

y 2P(M )

ay �l x+ y f =
X

w 2P(M )

a(w � x )jP( M )
�lw f 2 V f

M �•

�
�ž �k����y 2 P(M )�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$ �ly f �"�	�1�1�3 �1���
�� ���$ �1�����$�� �R�&�4�0�����0�ª�j�������� �•�´�•�¼�ž ���$�3�:���
�!���"�$
�4�$�� ���1 ���&�"���3 �#���3 �•�´�•�µ�¶�ž

�l y f =
X

k2Zd

e� 2� ik T y ck (f )eik T � �•

�R�8�0 ���������1k 2 Zd ���;���1�3�����0�3 �$���
�� �\���#�#�� �´�•�¸ ������ �����$�����4�3������ �K���0�1�3���"�"�4�$��k = h + M T z�Ž
h 2 G(M T )�Žz 2 Zd�• �K�4�0�
�� �@�$�:���$�����$ �������1���0 �w���0�"�����4�$�� ���4�� ���������$ �k�4�#�#���$�����$ �����0
�R�&�4�0�����0�ª�j���������$���$�3�:���
�!�"�4�$�� �9�&�$ �ly f ���&�"���3 �#���3e2� izT My = 1�Ž �����1�1

�l y f =
X

h2G(M T )

e� 2� ihT y
X

z2Zd

ch+ M T z(f )ei( hT + zT M )�

=
X

h2G(M T )

e� 2� ihT y sf
h �• �•�´�•�¶�µ�ž

�k�&�#���3 ���1�3 �Ù�8�0 �����"�������������1y 2 P(M ) ������ �R�4�$�!�3���&�$ �ly f 2 V sf
h

M �Ž ���"�1�&V f
M � V sf

h
M �• �@�$�����ª

�0���0�1�����3�1 ���1�3 �������0 �Ù�8�0 �����$h 2 G(M T ) �#���3 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�´�»�ž

X

y 2P(M )

e� 2� ihT y �l y f =
X

k2G(M T )

X

y 2P(M )

e� 2� i( h� k )T y
X

z2Zd

ck+ M T z(f )ei( k T + zT M )�

= m
X

z2Zd

ch+ M T z(f )ei( hT + zT M )�

= msf
h �•

�k�&�#���3 ���1�3sf
h 2 V f

M �Ù�8�0 �����"�������������1h 2 G(M T ) �4�$�� ���1 ���&�"���3 ������ �@�4�1�1������ �
�ž�•

�¶�µ



�ƒ�¡�† ���Z�D�X�Q�B�P�D�Q�Y�G�Z�h�Q�\�Z�9�X�G �i�g�9�Z�h�X�9�i�Q�\�Z�h�Q�Z�p�9�g�Q�9�Z�i�G �*�<�k�Y�G

���ž �K���� �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�¶�µ�ž ���$�3�1�-�0���
���3 �����$���0 �w�����"�� �����0 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�µ�¸�ž�• �K���� �@�4�1�1������ ���&�"���3�Ž
���� �•�´�•�¶�µ�ž �Ù�8�0 �����"�������������1y 2 P(M ) �����"�3�•

���ž �R�8�0g 2 V f
M �����"�3 �-���0 �K���€�$���3���&�$�Ž �����1�1 �����$ �r���!�3�&�0a = ( ay )y 2P(M ) ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1

g =
X

y 2P(M )

ay �l y f �•

�K�����1�� �S�"�����
���4�$�� �"�	�1�1�3 �1���
�� �������$�1�& ���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����3�0���
���3���$�• �K�&�0�3 �"���4�3���3
�������1���0 �w�4�1���#�#���$�����$�� �Ù�8�0 �����$ �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3���1k 2 Zd �#���3h = kjG(M T ) �Ž
�����# �����$�����4�3���� �����1�3���#�#�3���$z 2 Zd �Ù�8�0 �����1k = h + M T z �4�$�� �����0 �l���3�1���
�����Ž �����1�1
e2� ik T y = e2� ihT y �Ž

ck (g) =
X

y 2P(M )

ay e� 2� ik T y ck (f ) =

0

@
X

y 2P(M )

ay e� 2� ihT y

1

A ch+ M T z(f )

= âhch+ M T z(f )�• �•�´�•�¶�¶�ž

�U�1�3 ���$�����0���0�1�����3�1 �����$ �r���!�3�&�0â = ( âh )h2G(M T ) �������������$�Ž �����0 �•�´�•�µ�¹�ž �Ù�8�0 ���"�"��k 2 Zd ���0�ª
�Ù�8�"�"�3�Ž �1�& ���;���1�3�����0�3 �����0 �r���!�3�&�0a ���"�1 ���$�9���0�1�� �����1�!�0���3�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �9�&�$â
�����$�����4�3���� �4�$�� ������ �4�#�����!�����0�3�� �j���������$���&�"���� �����0 �j���
�����$�1�
���0���3�3�� ���$ �•�´�•�¶�¶�ž �1�
���"�����2�3 �����$
�H���:�����1 �����0 �@�4�1�1������ �����•

�Ù�ž �K���� �]���3�0���;G =
�
h�l y f; �l x gi

�
x ;y 2P(M ) ���1�3 �?���0�!�4�"���$�3�Ž ����h�l y f; �l x gi = hf; �l x � y gi �• �k�&�ª

�#���3 �"�	�1�1�3 �1���
�� �\���#�#�� �´�•�´�¼ ���$�:���$�����$ �4�$�� ���1 �����"�3 �Ù�8�0 �����$���$ �T���4�-�3���������&�$���"�����$�3�0���� �����0
�K�������&�$���"�#���3�0���; ���4�����0�4�$�� �����0 �g���0�1���9���"�1�
�����$ �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�´�´�ž�Ž ���• ���• �Ù�8�0h 2 G(M T )�Ž

X

y 2P(M )

hf; �l y gi e� 2� ihT y =
X

y 2P(M )

e� 2� ihT y
X

k2Zd

ck (f )ck (�l y g)

=
X

k2Zd

ck (f )ck (g)
X

y 2P(M )

e� 2� i( h� k )T y

= m
X

z2Zd

ch+M T z(f )ch+ M T z(g)�•

���ž �K���� �R�4�$�!�3���&�$���$ �ly f �Žy 2 P(M )�Ž �1���$�� �����$���4 �����$�$ �"���$�����0 �4�$�������	�$�������Ž �:���$�$ �����0��
�S�0���#�1�
���� �]���3�0���;G =

�
h�l y f; �l x f i

�
x ;y 2P(M ) �0�����4�"�	�0 ���1�3�• �]���3 �@�4�1�1������ �Ù�ž �#�4�1�1 �����Ù�8�0

�������&�
�� ���4�����0�4�$�� �����0 �j�����4�"���0���3�	�3 �9�&�$F (M ) ������ �K�������&�$���"�#���3�0���; �0�����4�"�	�0 �1�����$�Ž ���"�1�&
���&�"���3 ������ �@�4�1�1������ ���ž�•

�¶�¶
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���ž �@�$���"�&�� �?�4 ���ž ���&�"���3 ������ �`�0�3���&�$�&�0�#���"���3�	�3 �����0 �l�0���$�1�"���3���Ž �����"�"�1G �4�$�� �1�&�#���3 ���4�
�� ������
�K�������&�$���"�#���3�0���; �����0 �M���$�������3�1�#���3�0���; ���$�3�1�-�0���
���3�• �K�����1 ���1�3 ���"�����
�����������4�3���$�� �����#���3�Ž �����1�1

m
X

z2Zd

ch+M T z(f )ch+ M T z(g) = 1 ; �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T )�•

���ž �@�4�1 �����# �?�:�����3���$ �l�����" �9�&�$ �
�ž ���&�"���3 �����$�� �K���0�1�3���"�"�4�$�� �Ù�8�0F (M )f �• �^���
�� �����0 �]�4�"�3���-�"���ª
�!���3���&�$ �#���3 �����0 �K�������&�$���"�#���3�0���; ���4�1 �•�´�•�¶�³�ž ���&�"���3 �#���3 �����# ���0�1�3���$ �l�����" �9�&�$ �
�ž ������ �K���0�ª
�1�3���"�"�4�$�� �9�&�$f �&�$���4�0�
�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ ���$ �•�´�•�¶�´�ž�•

�K���� �S�0���#�1�
���� �]���3�0���;G =
�
h�l y f �&�$; �l x f �&�$i

�
x ;y 2P(M ) ���1�3 �4�$�3���0 �r���0�:���$���4�$�� �9�&�$ �Ù�ž

�������1���1 �\���#�#���1 �?�4�1���#�#���$ �#���3 �•�´�•�¶�´�ž �������$�3���1�
�� �#���3 �����0 �M���$�������3�1�#���3�0���;Ed�• �k�&�#���3
�����"�����3 ������ �]���$���� �����0 �l�0���$�1�"���3��f �l y f �&�$; y 2 P(M )g �����$�� �`�0�3���&�$�&�0�#���"�����1���1 �����1M �ª
���$�9���0�����$�3���$ �j���4�#���1V f �&�$

M �• �]���3 �����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$

âh =
1

p
m

P
z2Zd jch+ M T z(f )j2

; h 2 G(M T )�Ž

�S�"�����
���4�$�� �•�´�•�¶�´�ž �4�$�� �l�����" ���ž ���&�"���3f �&�$2 V f
M �4�$�� �:�������$̂ah 6= 0�Žh 2 G(M T )�Ž �������$�1�&

f 2 V f �&�$

M �• �K�� �1�&�:�&���" ������ �l�0���$�1�"���3�� �9�&�$f ���"�1 ���4�
�� ������ �9�&�$f �&�$�"���$�����0 �4�$�������	�$������
�1���$���Ž ���1�3V f

M = V f �&�$

M �•

�U�# �R�&�"�����$�����$ �:���0�� ������ �j���
���$�4�$�����$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0 ���?�:�• �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$���� ���4��
������ �@�$���������j P(M ) ���?�:�•�j G(M ) �����0 �\���1�����0�!�����3 �����"�����0 �9���0�?���
���3���3�• �K�����1 �3�0���3�3 ���$�1�����1�&�$�����ª
�0�� ���$ �����$ �U�$�����?���1 �����0 �[�&�Þ�?�����$�3���$�9���!�3�&�0���$a �4�$��̂a ���4���• �H���� ���"�"���$ �j���
���$�4�$�����$ ���1�3 �����1
�M�0�������$���1 �1�3���3�1 �#���3 �����# ���$�3�1�-�0���
�����$�����$ ���$P(M ) ���?�:�•G(M ) ���$�3�����"�3���$���$ �j���1�3�!�"���1�1���$�ª
�0���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����0 �E�/�4���9���"���$�?�!�"���1�1�� �����1 �M�0�������$���1�1���1 �?�4 �������$�3���€�?�����0���$�•

�´�•�¸ �K���� ���$���1�&�3�0�&�-�� �-���0���&�����1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�·�•�K���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1���ž�•
�S�����������$ �1�������$ �����$�� �R�&�"����f Jkgk> 0 �0�����4�"�	�0���0 �]���3�0���?���$Jk 2 Zd� d �#���3j det Jk j > 1 �4�$��
�����$�� �R�&�"���� �9�&�$ �j�	�4�#���$f Vj gj � 0; Vj � L2(Td)�• �s�����3���0 �����?�����
���$��M 0 := Ed�Žm0 := 1
�4�$�� �Ù�8�0j > 0

M j := J j M j � 1 =
1Y

k= j

Jk = J j � : : : � J1 �4�$�� mj := j detM j j�• �•�´�•�¶�·�ž

�¶�·



�ƒ�¡�‡ ���Q�G �9�Z�Q�h�\�i�g�\�e�G �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G ���k�X�i�Q�h�W�9�X�G�Z�²�æ�Z�9�X�s�h�G

�M���$���9�Z�Q�h�\�i�g�\�e�G�œ �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G ���k�X�i�Q�h�W�9�X�G�Z�²�æ�Z�9�X�s�h�G�����1L2(Td) ���1�3 �������������$ ���4�0�
�� �����1 �l�4�-���"
�����0 �����������$ �R�&�"�����$

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�Ž �����"�"�1 ���&�"�����$���� �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����"�3���$�‘

�]�j�´ �R�8�0 ���"�"��j 2 N ���;���1�3�����0�3 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$' j 2 Vj �Ž �����0���$ �l�0���$�1�"���3�� �ly ' j �Žy 2 P(M j )�Ž
�����$�� �H���1���1 �9�&�$Vj �����"�����$�•

�]�j�µ �R�8�0 ���"�"��j 2 N �����"�3Vj � Vj +1 �•

�]�j�¶ �K���� �r���0�����$�����4�$�� ���"�"���0Vj �"�������3 �����
���3 ���$L2(Td)�•

�K���0 �j���4�#Vj �������2�3 �k�!���"�����0�4�$���1�0���4�# �����1 �\���9���"�1j �4�$�� ������ �R�4�$�!�3���&�$' j �k�!���"�����0�4�$���1�ª
���4�$�!�3���&�$ �����1 �\���9���"�1j �• �s�������$ �]�j�´ ���1�3Vj ���$�1�����1�&�$�����0��M j �ª���$�9���0�����$�3�Ž ���• ���•

f 2 Vj , 8 y 2 P(M j ) : �l y f 2 Vj

�4�$��dim Vj = mj = j detM j j =
Q j

k=1 j det Jk j�•

�K���� �K���€�$���3���&�$ �����0 �-���0���&�����1�
�����$ �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� �:�4�0���� �?�4�$�	�
���1�3 ���$ �Ÿ�µ�»�Ž �¶�¼�Ž �·�¸�Ž
�¸�³�  �Ù�8�0 �����$ �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R���"�" �����1�
���0���������$�• �M���$�� �#�4�"�3���9���0�����3�� �-���0���&�����1�
���� �]�4�"�ª
�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� �#���3 �����$���0 �����1�3���$ �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���;M j = M j �:���0�� ���$ �Ÿ�µ�³�Ž �¶�·�  ���"�1
�#�����0�����#���$�1���&�$���"�� �r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� �����?�4 �����$�����Ù�8���0�3�•

�s�	���0���$�� �������1�� �����������$ �r���0�1���&�$���$ �4�$�� ������ �4�0�1�-�0�8�$���"���
���� �K���€�$���3���&�$ �����0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª
�@�$���"�<�1�� �9�&�$ �]���"�"���3 �4�$�� �]���<���0 �Ÿ�¶�¶�Ž �¶�º�  �1�3���3���&�$�	�0 �1���$���Ž �����1 �������2�3 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$ �#���3 �����ª
�0���$ �K���"���3���3���&�$���$ ���"�"�� �k�!���"�����0�4�$���1�"���9���" ���0�?���4���3�Ž �1�������� ���3�:�� ���4�
�� �Ÿ�¹�Ž �¶�´� �Ž ���&�0�����0�3 �K���€�$���ª
�3���&�$ �´�•�µ�· �������1 �$���
���3�• �k�&�#���3 �&�0�����$�3�����0�3 �1���� �1���
�� ���$ �Ÿ�¼�Ž �¶�¼�  �4�$�� �Ÿ�¸�¸� �• �K���� �����ê���0���$�?�����0�3���0��
�H���?�����
���$�4�$�� �����0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�· ���1�3 �1�&�#���3�Ž �����1�1 ���1 �1���
�� �4�#
�����$�� �$���
���3�1�3���3���&�$�	�0�� �-���0���&�����1�
���� �]�4�"�3���!�1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� �����$�����"�3�•

�U�# �m�$�3���0�1�
�������� �?�4 ���"�"���$ �����1�����0 �����$���$�$�3���$ �K���€�$���3���&�$���$ �����0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� ���1�3
���1 ���$ �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�· �Ù�8�0 �����$���$ �����1�3���$ �K���"���3���3���&�$�1�����!�3�&�0�Ž ���3�:�� �����$ ���<�������1�
�����$ �R���"�" �����$���0
�K���"���3���3���&�$ �4�# �����$ �R���!�3�&�0 �µ ���?�:�• �#���3 �����$���0 �]���3�0���;J �#���3j det Jj = 2�Ž �?�:���1�
�����$ �����$
�\���9���"�$ �#�+���"���
���Ž ���$ �����$ �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ �j���
���3�4�$���1�-�0�	�����0���$�?���$ �?�4 �1�-���?���€�?�����0���$�•
�K�����1�� �]�+���"���
���!�����3 ���0�������3 �1���
�� ���# �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R���"�" �$���
���3�Ž ���# �]�����0�����#���$�1���&�$���"���$
�:�4�0���� �1���� �?�4���0�1�3 �Ù�8�0 �9���0�1�
�����������$�� �m�$�3���0�0�	�4�#�� �����1�����0���$�� ���4�� �����$ �l�����"�#�4�1�3���0�$ ���$ �Ÿ�µ�¼� 
�����3�0���
���3���3�• �K�����1 �Ù�8���0�3 �����0���!�3 ���4�� ������ �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�· �4�$�� �#���
���3 ���1 ���&�0�3 �$�&�3�:���$�������Ž �����1�1
������ �R�&�"���� �����0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$f Jkgk> 0 ���$ ������ �K���€�$���3���&�$ �����0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
���4�������$�&�#�#���$ �:���0���Ž �1���"���1�3 �:���$�$ �1���� ���"�"�� ������ ���"�����
���� �K���3���0�#���$���$�3�� �����1���3�?���$�•

�¶�¸



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�U�# �R�&�"�����$�����$ �:���0�����$ �Ù�8�0 ������ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����$���0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� ���4�1 �K���€�$���ª
�3���&�$ �´�•�µ�· �	�/�4���9���"���$�3�� �@�4�1�1�������$ ���&�0�#�4�"�����0�3�Ž ������ ���4�� �����$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (' j )�Ž
k 2 Zd�Žj 2 N�Ž �����0 �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' j �����1�����0���$�• �K���� �:���1���$�3�"���
���� �S�0�4�$���"������
�����?�4 �����"�����$ ������ ���$ �@���1�
���$���3�3 �´�•�· ���������$�����"�3���$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���0
�j�	�4�#���• �@�$�1�
���"�����2���$�� �:���0�� ���4�� ������ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����0 �s���9���"���3�ª�j�	�4�#���Ž �����# �����:�����"�1 �&�0�ª
�3���&���&�$���"���$ �[�&�#�-�"���#���$�3 �9�&�$Vj ���$Vj +1 �Ž �����$���������$�����$�• �K���� ���&�"�����$�����$ �@�4�1�1�������$ �8�����0�ª
�3�0�������$ ������ �[�&�0�&�"�"���0�� �¶�•�´�•�µ �����1 �¶�•�´�•�· �9�&�$ �Ÿ�¸�³�  ���4�1 �����# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ ���4�� �����$ �R���"�" ���"�"�ª
�����#�����$���0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$Jk �Žk 2 N�•

�\���#�#�� �´�•�µ�¸�•
�k����j 2 N�• �K���� �@�4�1�1������ �]�j�´ ���1�3 ���"�����
�����������4�3���$�� �#���3dim Vj = mj �4�$�� �����0 �M�;���1�3���$�?
�����$���0 �R�4�$�!�3���&�$' j 2 Vj �Ž �Ù�8�0 ������

X

z2Zd

jch+ M T
j z(' j )j2 > 0 �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T

j ) �����"�3�•

���G�q�G�Q�h�¡�K���� �l�0���$�1�"���3���&�$�1�ª�U�$�9���0�����$�?�Ž ������ �1���
�� ���4�1 �����0 �H���1���1�ª�M�������$�1�
�����Ù�3 ���$ �]�j�´ ���0�������3�Ž
�1���
�����0�3 �?�4�Ž �����1�1 �ly ' j 2 Vj �Ù�8�0y 2 P(M j ) �����"�3�• �w�4�1���#�#���$ �#���3 �����0 �K���#���$�1���&�$ �9�&�$Vj

�4�$�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž ���&�"���3 �����$�$ ������ �@�4�1�1������ �����1 �\���#�#���1�•

�k���� ������ �M�������$�1�
�����Ù�3 �]�j�´ ���0�Ù�8�"�"�3�• �m�# �]�j�µ �#���3�3���"�1 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �?�4 �����1�
���0�����ª
�����$�Ž �!���$�$ �Ù�8�0 ������ �j�	�4�#��Vj �4�$��Vj +1 ���4�� ������ �H���1���$ �����1�3�������$�� ���4�1 �����$ �l�0���$�1�"���3���$ �9�&�$
' j �4�$��' j +1 �?�4�0�8�
�!�������0���ê���$ �:���0�����$�•

�\���#�#�� �´�•�µ�¹�•
�k���� �]�j�´ ���0�Ù�8�"�"�3�• �K���� �M�������$�1�
�����Ù�3 �]�j�µ �����"�3 �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$ �Ù�8�0 ���"�"��j 2 N �����$ �r���!�3�&�0
â j =

�
âj; h

�
h2G(M T

j +1 ) 2 Cm j +1 ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1

ch+ M T
j +1 z(' j ) = âj; hch+ M T

j +1 z(' j +1 ); �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T
j +1 ); z 2 Zd �•�´�•�¶�¸�ž

�����"�3�• �K���$�$ ���1�3

' j =
X

y 2P(M j +1 )

aj; y �l y ' j +1 �Ž �•�´�•�¶�¹�ž

�:�&������aj =
�
aj; y

�
y 2P(M j +1 ) = F (M j +1 )

T
â j ���1�3�•

�¶�¹



�ƒ�¡�‡ ���Q�G �9�Z�Q�h�\�i�g�\�e�G �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G ���k�X�i�Q�h�W�9�X�G�Z�²�æ�Z�9�X�s�h�G

���G�q�G�Q�h�¡�S���"�3 ������ �@�4�1�1������ �•�´�•�¶�¸�ž �Ù�8�0 �����1�3 �����:�	���"�3���1j �Ž �1�& ���1�3 �#���3 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž' j 2 Vj +1 �Ž
�:�������$ �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���žVj � Vj +1 �4�$�� �1�&�#���3 �]�j�µ ���0�Ù�8�"�"�3�• �S���"�3 �]�j�µ�Ž �1�& ���&�"���3 ������ �@�4�1�1������
�•�´�•�¶�¸�ž �#���3 �����$ �����������$ ���"�����
�����$ �@�0���4�#���$�3���$�•

�R�8�0 �1�3���3���&�$�	�0�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1���$ ���1�3 �����0 �r���!�3�&�0a = aj �4�$�������	�$������ �9�&�# �\���9���"j �•
�K���� �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�¶�¹�ž �������2�3 �����$�$ �w�:�����ª�k�!���"���$�ª�S�"�����
���4�$�� �&�����0 ���# �M�$���"���1�
�����$ �0���€�$���ª
�#���$�3 ���/�4���3���&�$�• �R�8�0 �$���
���3�1�3���3���&�$�	�0�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1���$ ���1�3 �������1�� �w�:�����ª�k�!���"���$�ª�S�"�����ª
�
���4�$�� �#�+���"���
�����0�:�����1�� �9�&�$ �\���9���" �?�4 �\���9���" �4�$�3���0�1�
���������"���
���•

�k���$�� ������ ���0�1�3���$ �����������$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �]�j�´ �4�$�� �]�j�µ �������������$�Ž �"�	�1�1�3 �1���
�� ���4�
�� �Ù�8�0 ������
���0���3�3�� �M�������$�1�
�����Ù�3 �����$�� �	�/�4���9���"���$�3�� �H���1�
���0�������4�$�� ���$ �����$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$c(' j )
���$���������$�• �K�������� �1���$�� ������ �k�!���"�����0�4�$���1�0�	�4�#��Vj �$���
�� �M�������$�1�
�����Ù�3 �]�j�µ �����1�3���ê���"�3 �4�$�� �1�&�ª
�#���3 �����"�3 ���$�1�����1�&�$�����0�� �#���3 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž�Ž �����1�1

supp(c(' j )) � supp(c(' j +1 )) ; �Ù�8�0 ���"�"��j 2 N0�• �•�´�•�¶�º�ž

�\���#�#�� �´�•�µ�º�•
�S���"�3���$ �]�j�´ �4�$�� �]�j�µ�Ž �1�& ���1�3 �]�j�¶ �����$���4 �����$�$ ���0�Ù�8�"�"�3�Ž �:���$�$

lim
j !1

supp(c(' j )) = Zd�• �•�´�•�¶�»�ž

���G�q�G�Q�h�¡�K���0 �H���:�����1 �"�	�1�1�3 �1���
�� ���4�1 �����# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$�Ž �1�������� �Ÿ�·�¶�Ž �·�·� �Ž ���4�� �����$ ���"�"�����ª
�#�����$���$ �]���3�0���;�ª�R���"�" �8�����0�3�0�������$�•

�@�$�����$�&�#�#���$ �•�´�•�¶�»�ž �����"�3 �$���
���3�• �K���$�$ ���;���1�3�����0�3 �����$k0 2 Zd�Ž �1�& �����1�1ck 0 (' j ) = 0 �Ù�8�0 ���"�"��
j 2 N �����"�3�• �K���#���3 ���1�3 �������&�
�� �9�&�$ �����0 �H���1���1f eik T � ; k 2 Zdg�����1L2(Td) ������ �R�4�$�!�3���&�$eik T

0 �

�&�0�3���&���&�$���" �?�4 ���"�"���$ �j�	�4�#���$Vj �• �k�&�#���3 �"�������3 ������ �r���0�����$�����4�$�� �$���
���3 �����
���3 ���$L2(Td) �4�$��
�]�j�¶ ���1�3 �$���
���3 ���0�Ù�8�"�"�3�•

�M�1 �����"�3�� �•�´�•�¶�»�ž�• �@�$�����$�&�#�#���$ ���1 ���;���1�3�����0�3 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 L2(Td)�Žf 6= 0�Ž �Ù�8�0 ������

f ? closL 2(Td )

 
[

j 2N0

Vj

!

�•�´�•�¶�¼�ž

�����"�3�Ž �:�&������closL 2(Td )(V)�ŽV � L2(Td)�Ž ������ ���������1�
���"�&�1�1���$�� �T�8�"�"�� �9�&�$V ���$L2(Td) �����ª
�?�����
���$���3�• �K���$�$ �������3 ���1 �����$k0 2 Zd �#���3 �����0 �M�������$�1�
�����Ù�3

jck 0 (f )j = maxfj ck (f )j ; k 2 Zdg > 0�•

�¶�º
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�]���3 �•�´�•�¶�»�ž �4�$�� �����0 �k�3���ê���"�4�$�� �����0 �j�	�4�#�� �$���
�� �•�´�•�¶�º�ž ���;���1�3�����0�3 �����$j 0 2 N0�Ž �1�& �����1�1k0 2
supp(c(' j 0 )) ���1�3�• �w�4�1�	�3�?�"���
�� ���1�3' j 0 2 Vj �Žj � j 0�Ž �4�$�� �1�&�#���3 ���$�1�����1�&�$�����0��V

' j 0
M j 0

� Vj �•

�s�������$ �•�´�•�¶�¼�ž ���1�3f ? Vj �4�$�� ���������0 ���4�
��f ? V
' j 0

M j 0
�• �M�1 �����"�3 ���$���"�&�� �?�4�# �H���:�����1 �9�&�$ �´�•�µ�¶ �Ù�ž

�Ù�8�0 ���������1h 2 G(M T
j ) �4�$�� ���������1j � j 0

0 =
X

y 2P(M j )

hf; �l y ' j 0 i e� 2� ihT y = mj

X

z2Zd

ch+ M T
j z(f )ch+ M T

j z(' j 0 )�•

�R�8�0 �����$���4 �����$���1 �����0h 2 G(M T
j ) �����"�3h � k0 mod M T

j �Ù�8�0 ���������1j � j 0�• �K���� �����?�4�������+�0������
�k�4�#�#�� �"�	�1�1�3 �1���
�� �1�
���0���������$ ���"�1

0 = ck 0 (f )ck 0 (' j 0 ) +
X

z2Zdnf 0g

ck 0+ M T
j z(f )ck 0+ M T

j z(' j 0 ); j � j 0�• �•�´�•�·�³�ž

�k����" := jck 0 (f )ck 0 (' j 0 )j > 0�• �]���3 �����0 �m�$���"�����
���4�$�� �9�&�$ �I���4�
���<�ª�k�
���:���0�? ���$�����:���$���3
���4�� ������ �R�&�"�����$ �����0 �H���3�0�	���� �����0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����"�3

X

z2Zd

jcz(f )cz(' j 0 )j � k c(f ) j `2k � kc(' j 0 ) j `2k < 1 �•

�M�1 ���;���1�3�����0�3 �1�&�#���3 �����$j 1 � j 0�Ž �1�& �����1�1

X

z2ZdnG(M T
j 1

)

jcz(f )cz(' j 0 )j � "=2�•

�K�����1 �Ù�8���0�3 �Ù�8�0j = j 1 ���$ �•�´�•�·�³�ž �?�4 �����$���# �s�������0�1�-�0�4�
�� �4�$�� ���1 �����"�3f = 0�• �K���#���3 ���&�"���3 ���4�1
�•�´�•�¶�»�ž ������ �M�������$�1�
�����Ù�3 �]�j�¶�•

�K���� �M�������$�1�
�����Ù�3 �]�j�¶ ���1�3 �������1�-�����"�1�:�����1�� ���0�Ù�8�"�"�3�Ž �����"�"�1 �Ù�8�0 �����$ �����3�0�����1�#�	�2���� �!�"�����$�1�3���$
�M�������$�:���0�3 �����"�3�Ž �����1�1

lim
j !1

� 1(M j ) = 1 �•

�]�4�"�3���9���0�����3�� �-���0���&�����1�
���� �s���9���"���3�1

�K���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
���4�1 �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�· ���0�#�+���"���
���3 ������ �H���ª

�3�0���
���3�4�$�� �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f ���4�� �9���0�1�
�����������$���$ �K���3�����"�1�3�4�����$�Ž �����$ �\���9���"�$j �Ž ���$�����# ������
�g�0�&�����!�3���&�$ �9�&�$f ���$Vj �����3�0���
���3���3 �:���0���• �U�$ �������1���0 �H���3�0���
���3�4�$�� �9���0�	�$�����0�3 �1���
�� �9�&�$ �����ª
�$���# �?�4�# �$�	�
���1�3���$ �\���9���" ������ �g�0�	�����0���$�? ���$ �K���3�����"�Ž �1�&�:�&���" �����1�
���0���������$ ���4�0�
�� ������ �E�$�ª

�¶�»



�ƒ�¡�‡ ���Q�G �9�Z�Q�h�\�i�g�\�e�G �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G ���k�X�i�Q�h�W�9�X�G�Z�²�æ�Z�9�X�s�h�G

�����0�4�$�� �����1 �]�4�1�3���0�1P(M j ) �?�4P(M j +1 ) ���"�1 ���4�
�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$' j �4�$��' j +1 �• �M���$�� �1�<�1�ª
�3���#���3���1�
���� �m�$�3���0�1�4�
���4�$�� �������1���1 �K���3�����"�1 �������3���$ �R�4�$�!�3���&�$���$�Ž ������ �����$���4 �������1���$ �m�$�3���0�ª
�1�
�������� �?�:���1�
�����$ �?�:���� ���4�������$���$�����0���&�"�����$�����$ �k�!���"�����0�4�$���1�0�	�4�#���$ �����1�
���0���������$�• �K���0���$
�M�;���1�3���$�? �4�$�� �@�$�?�����" ���������$�����"�3 �����1 ���&�"�����$����

�l�����&�0���# �´�•�µ�»�•
�S�����������$ �1���� ������ �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�4�$�� �Ù�8�0 �����$M j +1 �ª���$�9���0�����$�ª

�3���$ �j���4�#Vj +1 �1����' j +1 ������ �����?�4�������+�0������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$ ���4�1 �M�������$�1�
�����Ù�3 �]�j�´�•

�K���$�$ ���;���1�3�����0���$ �R�4�$�!�3���&�$���$ j; g; g 2 G(JT
j +1 )�Ž �����0���$ �l�0���$�1�"���3�� �ly  j; g�Žy 2 P(M j )�Ž

�"���$�����0 �4�$�������	�$������ �1���$�� �4�$�� ������ �����$ �j���4�#Vj +1 ���$ ������ �����0���!�3�� �k�4�#�#��

Vj +1 = V ' j +1

M j +1
=

M

g2G(JT
j +1 )

V  j; g

M j
�•�´�•�·�´�ž

�?���0�"�������$�•

���G�q�G�Q�h�¡�^���
�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ �
�ž ���1�3

Vj +1 = span
�

s' j +1

h ; h 2 G(M T
j +1 )

	
�•

�K���� �&�0�3���&���&�$���"���$ �k�-�"���$���1s' j +1

h �Žh 2 G(M T
j +1 )�Ž �����"�����$ �������$�1�& �����$�� �H���1���1 �����1Vj +1 �Ž �:����

������ �l�0���$�1�"���3�� �ly ' j +1 �Žy 2 P(M j +1 )�Ž �1���� �1���$�� �������&�
�� ���4�
�� �&�0�3���&���&�$���" �?�4�����$���$�����0�Ž �����$�$
�Ù�8�0h; k 2 G(M T

j +1 ) �����"�3hs' j +1

h ; s' j +1

k i = 0 �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$h 6= k�•

�]���3 �����0 �w���0�"�����4�$�� ���4�1 �•�´�•�¹�ž ���$�����:���$���3 ���4�� ���������1h 2 G(M T
j +1 ) ���1�3

h = k + M T
j g; k 2 G(M T

j ); g 2 G(JT
j +1 )�• �•�´�•�·�µ�ž

�s���$�����3 �#���$ �������1 ���4�� ������ �&�������� �H���1���1 ���$�Ž ���0�������3 �1���
��Vj +1 ���"�1 �����0���!�3�� �k�4�#�#��

Vj +1 =
M

g2G(JT
j +1 )

span
�

s' j +1

k+ M T
j g ; k 2 G(M T

j )
	

�• �•�´�•�·�¶�ž

�R�8�0 �����1�3���1g 2 G(JT
j +1 ) �1���� ������ �R�4�$�!�3���&�$ j; g �������������$ ���4�0�
�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$

ck+ M T
j l+ M T

j +1 z( j; g) :=

(
ck+ M T

j l+ M T
j +1 z(' j +1 ) �����"�"�1l = g;

0 �1�&�$�1�3�Ž

�Ù�8�0k 2 G(M T
j ); l 2 G(JT

j +1 ); z 2 Zd�•

�¶�¼
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�K���� �"���$�����0�� �m�$�������	�$�������!�����3 �����0 �l�0���$�1�"���3�� �lx  j; g�Žx 2 P(M j )�Ž �9�&�$ j; g �Žg 2 G(JT
j +1 )�Ž

���&�"���3 �����0���!�3 ���4�1 �����0 �"���$�����0���$ �m�$�������	�$�������!�����3 �����0 �l�0���$�1�"���3�� �ly ' j +1 �Žy 2 P(M j +1 )�‘ �R�8�0
�����1�3���1k 2 G(M T

j ) �4�$��g 2 G(JT
j +1 ) �����"�3

X

z2Zd

�
�ck+ M T

j z( j; g)
�
�2

=
X

z2Zd

�
�ck+ M T

j g+ M T
j +1 z(' j +1 )

�
�2

> 0�Ž �•�´�•�·�·�ž

�����$�$ �#���3 �•�´�•�·�µ�ž ���$�3�1�-�0���
���3k + M T
j g �����$���4 �����$���#h 2 G(M T

j +1 ) �4�$�� �1�&�#���3 ������ �?�:�����3��
�k�4�#�#�� �����$���4 �����$���0 �����0 �k�4�#�#���$ ���4�1 �\���#�#�� �´�•�µ�¸�•

�K���� �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�·�·�ž �!���$�$ ���4�
�� �����?�4 �9���0�:���$�����3 �:���0�����$�Ž �Ù�8�0 �����$ �������������$���1 �k�<�1�3���# �9�&�$
�?�4�����$���$�����0 �&�0�3���&���&�$���"���$ �R�4�$�!�3���&�$���$ j; g�Žg 2 G(JT

j )�Ž ������ �"���$�����0�� �m�$�������	�$�������!�����3 �����0
�l�0���$�1�"���3�� �?�4 �-�0�8�����$�• �K���� �����0���!�3�� �k�4�#�#�� �����0 �j�	�4�#�� �����"�����3 �����$�$ �����$�� �w���0�"�����4�$�� �����1
�k�!���"�����0�4�$���1�0���4�#���1Vj +1 �• �^�������$ �����# ���$�3�����"�3���$���$�Ž �!�"�����$���0���$ �k�!���"�����0�4�$���1�0���4�#Vj ���$�3�ª
�1�3�������$ ���������� �:�����3���0�� �j�	�4�#���•

�K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�¼�•�s���9���"���3�ª�j�	�4�#���ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�$���
�� �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�·�Ž �����$

j 2 N �4�$�� �����$�� �����1�3�� �k�&�0�3�����0�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3��f g0; g1; : : : ; gj det J j +1 j� 1g = G(JT
j +1 )�• �M�1

�1�������$ �:�����3���0 �R�4�$�!�3���&�$���$ j;k =  j; gk
�Žk = 0; : : : ; j det J j +1 j � 1�Ž �������������$�Ž �:���"�
���� ���$���"�&��

�?�4�0 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�·�¶�ž �����0 �w���0�"�����4�$��

Vj +1 =
j det J j +1 j� 1M

k=0

V  j;k

M j

�����$�8�����$�Ž �:�&������V  j; 0

M j
= V ' j

M j
�����"�3���•

�K���$�$ �������2���$ ������ �r���!�3�&�0�0�	�4�#��

Wj;k := V  j;k

M j
= span

�
�l y  j; gk

; y 2 P(M j )
	

; k = 1; : : : ; j det J j +1 j � 1�Ž

�4�9�p�G�X�G�i�²�*�<�k�Y�G �v�k�Y ���G�p�G�Xj �•

�s���$�����3 �#���$ ������ �w���0�"�����4�$�� ���$ ������ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#��Wj;k ���4�� ���������$ �k�!���"�����0�4�$���1�0���4�#Vj �Ž
j 2 N�Ž �����$���0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1���1

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
���$�Ž �1�& ���0�������3 �1���
�� �����$�� �w���0�"�����4�$��

�����1L2(Td) ���$ ������ �����0���!�3�� �k�4�#�#�� �����0 �j�	�4�#��

L2(Td) = closL 2(Td )

 

V0 �
M

j � 0

j det J j +1 j� 1M

k=1

Wj;k

!

�• �•�´�•�·�¸�ž

�·�³



�ƒ�¡�‡ ���Q�G �9�Z�Q�h�\�i�g�\�e�G �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G ���k�X�i�Q�h�W�9�X�G�Z�²�æ�Z�9�X�s�h�G

�K���� �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$

�R�8�0 ������ �w���0�"�����4�$�� �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f 2 Vj +1 ���$ ������ �@�$�3�����"��

f = g +
j det J j +1 j� 1X

l=1

hl ; g 2 Vj ; hl 2 Wj;l ; l = 1; : : : ; j det J j j � 1�Ž �•�´�•�·�¹�ž

�������3 �������1���0 �@���1�
���$���3�3 �@�"���&�0���3���#���$ ���$�• �K�����1�� �w���0�"�����4�$�� �"�	�1�1�3 �1���
�� ���$�1�
���"�����2���$�� �#���3g 2
Vj ���4�� ������ �w���0�"�����4�$�� �����1 �\���9���"�1j �8�����0�3�0�������$ �4�$�� ���$���"�&�� ���4�� ������ �\���9���"j � 1; j � 2; :::�•
�K���� �����1���#�3�� �w���0�"�����4�$��

f = g0 +
jX

k=1

j det J k +1 j� 1X

l=1

hk;l ; g0 2 V0; hk;l 2 Wk;l �Ž

�������2�3 �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �&�����0 �s���9���"���3�ª�@�$���"�<�1�� �9�&�$f �• �K���� �m�#�!�����0�4�$���Ž ���"�1�& ������
�j���!�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �9�&�$f ���4�1 �����$ �R�4�$�!�3���&�$���$g0; hk;l �Ž �������2�3 ���$�9���0�1�� �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���ª
�3���&�$ �&�����0 �s���9���"���3�ª�k�<�$�3�����1�� �9�&�$f �•

�R�8�0 �������1���$ �@���1�
���$���3�3 �1���� �����$�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�$���
�� �K���€�$���3���ª

�&�$ �´�•�µ�· �������������$ �4�$��j 2 N �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3�• �K���$�$ �����?�����
���$�� �9���0�����$�����
�����$��
N := M j ; J := J j +1 �ŽM := M j +1 = JN �Žn := j detN j �4�$��m := j detM j�• �H���� �����$
�R�4�$�!�3���&�$���$ �1���� �9���0�!�8�0�?���$��� := ' j +1 �Ž' := ' j �4�$�� l :=  j;l �Žl = 0; : : : ; j det Jj � 1�•
�K�������� �1���$�� ������ �s���9���"���3�1 j;l �Ž �4�$�� �#���3 �����$���$ ������ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#��Wj;l �Ž ���$���"�&�� �?�4�0 �K���ª
�€�$���3���&�$ �´�•�µ�¼ �1�&�0�3�����0�3�Ž ���$�����# �����$�� �����"������������ �������0 �����1�3�� �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3��gl �Žl =
0; : : : ; j det Jj � 1�Ž �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(JT ) �����:�	���"�3 �:�4�0�����Ž �1�������� ���4�
�� �K���€�$���3���&�$
�´�•�´�» �4�$�� �@�$�#���0�!�4�$�����$ �����$���
���• �k�&�#���3 �����"�3 �Ù�8�0 ������ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���$ �j�	�4�#��

Vj +1 = V �
M = V '

N �
j det J j� 1M

l=1

V  l
N = Vj �

j det J j� 1M

l=1

Wj;l �•

�U�$�1�����1�&�$�����0�� �����1���3�?�3 �����0 �j���4�#Vj = V '
N = V  0

N �#���3 �����$ �l�0���$�1�"���3���$ �lx ' �Žx 2 P(N )�Ž
�4�$�� �����$ �l�0���$�1�"���3���$ �lx  0�Žx 2 P(N )�Ž �?�:���� �H���1���$�• �R�8�0 ������ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �4�$�� �H���ª
�3�0���
���3�4�$�� �����0 �\���4���?�����3 �����0 �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���1�3 �����$�� �1�-���?�����"�"�� �k�&�0�3�����0�4�$�� �����0
�M�"���#���$�3��g 2 G(JT ) �$�&�3�:���$�������Ž ������ ���$ �[���-���3���" �¶ �����$���4���0 �����3�0���
���3���3 �:���0���•

�K���� �R�4�$�!�3���&�$���$';  l ; f �"���������$ ���"�1�& ���"�"�� ���$V �
M �• �k���� �!�+�$�$�� �1�&�#���3 ���"�1 �����:���
���3���3�� �k�4�#�#��

�����0 �l�0���$�1�"���3�� �ly � �Žy 2 P(M )�Ž �����0�����1�3���"�"�3 �:���0�����$�• �@�4�� �������1���# �s���� �"���1�1���$ �1���
�� ������ �@�"�ª
���&�0���3���#���$ �?�4�0 �w���0�"�����4�$�� �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f ���$ �s���9���"���3���$�3�����"��hl ���4�0�
�� ���$���"���
���� �k�4�#�ª

�·�´



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�#���$ �����1�
���0���������$�• �]���3 �����$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����0 �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���$ �j�	�4�#�� ���4�1 �@���ª
�1�
���$���3�3 �´�•�· �"���1�1���$ �1���
�� ���4�
�� �������1�� �k�4�#�#���3���&�$���$ ���# �R�&�4�0�����0�ª�H���0�����
�� ���&�0�#�4�"�����0���$�• �K��������
���"���������$ �������1�� �k�4�#�#���$ ���$���"���
���Ž �1���"���1�3 �:���$�$ ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$
�!�����$���$ ���$���"���
�����$ �l�0�	�����0 �����1���3�?���$�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� ���1�3 ������ �@�$�?�����" �k�4�#�#���$�����$ ���4�0�
�� ������
�@�$�?�����" �����0 �l�0���$�1�"���3�� �������������$�• �K�����1�� ���$�3�1�-�0���
���3 �����0 �@�$�?�����" �@���3���1�3�-�4�$�!�3���Ž ���4�� �����$���$
f �����1�����0�3�Ž ���"�1�& �����0 �@�$�?�����" �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3��m = j detM j�•

�U�# �R�&�"�����$�����$ �1�������$a =
�
ay )y 2P(M ) �Žb l =

�
bl;y )y 2P(M ) ; l = 0; : : : ; j det Jj � 1 �4�$��d =�

dy
�

y 2P(M ) �������������$�Ž �1�& �����1�1

' =
X

y 2P(M )

ay �l y � �Ž

 l =
X

y 2P(M )

bl;y �l y �; l = 0; : : : ; j det Jj � 1�Ž

�4�$��

f =
X

y 2P(M )

dy �l y � �• �•�´�•�·�º�ž

�K���� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#�����0�3���$ �1�������$ �����?�����
���$���3 �#���3â =
�
âh )h2G(M T ) =

p
mF (M )a �4�$��

���$���"�&�� �#���3b̂ l �Žl = 0; : : : ; j det Jj � 1�Ž �4�$��d̂�• �K���#���3 �"���1�1���$ �1���
�� ������ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����0
�s���9���"���3�1 ���4�
�� ���$ �����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���4�1 �•�´�•�·�º�ž ���4�1���0�8�
�!���$�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� ���1�3 �l�����" ���ž �����1
���&�"�����$�����$ �\���#�#���1 ���0�1�3�#���"�1 �������0 ���$ �������1���0 �R�&�0�# �����$���$�$�3 �4�$�� ���0�#�+���"���
���3 �����$�� �1�
���$���"�"��
�[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����$���0 �&�0�3���&�$�&�0�#���"���$ �H���1���1 �Ù�8�0 ������ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#��Wj;l �4�$�� �����$ �k�!���"�����ª
�0�4�$���1�0���4�#Vj �Ž �����"�"�1

�
�l y � ; y 2 P(M )

	
�����$�� �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �H���1���1 �9�&�$Vj +1 ���1�3�•

�\���#�#�� �´�•�¶�³�•
�S�����������$ �1�������$ ������ �R�4�$�!�3���&�$���$ l 2 V �

M �Žl = 0; : : : ; j det Jj � 1�Ž �#���3 �����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$
���4�1 �•�´�•�·�º�ž�• �K���$�$ �����"�3���$ �Ù�8�0 �����1�3��l; h 2 f 0; : : : ; j det Jj � 1g�Žh 6= l�Ž ���&�"�����$���� �@�4�1�1�������$�‘

���ž �K���� �R�4�$�!�3���&�$���$ �lx  l �Žx 2 P(N )�Ž �1���$�� �"���$�����0 �4�$�������	�$������ �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$

X

g2G(JT )

�
� b̂l;k+ N T g

�
�2

> 0 �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T ) �����"�3�•

�·�µ



�ƒ�¡�‡ ���Q�G �9�Z�Q�h�\�i�g�\�e�G �e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�G ���k�X�i�Q�h�W�9�X�G�Z�²�æ�Z�9�X�s�h�G

���ž �H���"�����$ ������ �l�0���$�1�"���3�� �ly � �Žy 2 P(M )�Ž �����$�� �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �H���1���1 �9�&�$Vj +1 �Ž �1�& �1���$�� ������
�R�4�$�!�3���&�$���$ �lx  l �Žx 2 P(N )�Ž �����$���4 �����$�$ �&�0�3���&�$�&�0�#���" �?�4�����$���$�����0�Ž �:���$�$

X

g2G(JT )

�
� b̂l;k+ N T g

�
�2

= j det Jj �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T ) �����"�3�•

�
�ž �K���� �s���9���"���3�ª�j�	�4�#��Wl �ŽWh �1���$�� �&�0�3���&���&�$���"�Ž ���• ���•Wl? Wh�Ž �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$

X

g2G(JT )

b̂h;k+ N T gb̂l;k+ N T g

X

z2Zd

�
�ck+ N T g+ M T z(� )

�
�2

= 0; �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T )�•

���ž �K���0 �r���!�3�&�0 �����0 �l�0���$�1�"���3�� l =
�
�l x  l

�
x2P(N ) �!���$�$ �#���3� =

�
�l y �

�
y 2P(M ) �����1�
���0���������$

�:���0�����$ ���"�1

F (N ) l =
1

p
j det Jj

B lF (M )� �Ž �•�´�•�·�»�ž

�:�&������ ������ �]���3�0���;B l 2 Cn� m ������ �S���1�3���"�3

B l :=
�

diag
�
b̂l;k+ N T g0

�
k2G(N T ) : : : diag

�
b̂l;k+ N T g j det J j� 1

�
k2G(N T )

�
�•�´�•�·�¼�ž

�����3�•

�H���#���0�!�4�$�� �´�•�¶�´�•
�l�����" ���ž�Ž ���ž �4�$�� ���ž �����1 �\���#�#���1 �����"�3���$ ���$���"�&�� �#���3 �����# �[�&���Þ�?�����$�3���$�9���!�3�&�0â �Ù�8�0' �1�&�:����
�
�ž ���"�1Vj ? Wl �Žl = 1; : : : ; j det Jj � 1�•

���G�q�G�Q�h �D�G�h ���G�Y�Y�9�h �ƒ�¡�…�‚�¡���ž �K���0 �w�4�1���#�#���$�����$�� l 2 V �
M �8�����0 ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$b l ���4�1

�•�´�•�·�º�ž �"�	�1�1�3 �1���
�� �#���3 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž ���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �#���3�3���"�1b̂ l �����0�1�3���"�"���$�•
�Z�������1w 2 Zd ���1�3 �#���3 �\���#�#�� �´�•�¸ �����$�����4�3���� �?���0�"���������0 ���$w = g+ JT z; g 2 G(JT ); z 2
Zd�• �^���
�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �1���$�� ������ �l�0���$�1�"���3�� �lx  l �Žx 2 P(N )�Ž �����$���4 �����$�$ �"���$�����0 �4�$�ª
�������	�$�������Ž �:���$�$ �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T ) �����"�3

0 <
X

w 2Zd

jck+ N T w ( l )j2 =
X

g2G(JT )

X

z2Zd

jck+ N T g+ M T z( l )j2

=
X

g2G(JT )

jb̂k+ N T g j2
X

z2Zd

jck+ N T g+ M T z(� )j2�•

�·�¶



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

�K�� ������ �l�0���$�1�"���3�� �ly � �Žy 2 P(M )�Ž �"���$�����0 �4�$�������	�$������ �1���$���Ž ���&�"���3 ������ �@�4�1�1�������Ž �����$�$
������ �?�:�����3�� �k�4�#�#�� ���1�3 �1�3���3�1 ���
���3 �-�&�1���3���9�•

���ž �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �
�����0���!�3���0���1�����0�3 ������ �`�0�3���&�$�&�0�#���"���3�	�3 �1�&�:�&���" �����0 �l�0���$�1�"���3�� �ly � �Žy 2
P(M )�Ž ���"�1 ���4�
�� �����0 �l�0���$�1�"���3�� �lx  l �Žx 2 P(N )�Ž �#���3�3���"�1 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$�• �M�1
���&�"���3 �#���3 �����$ �m�#���&�0�#�4�$�����$ ���4�1 ���ž�Ž �����1�1 ������ �`�0�3���&�$�&�0�#���"���3�	�3 �����0 �?�:�����3���$ �l�0���$�1�"���3��
�	�/�4���9���"���$�3 �����?�4 ���1�3�Ž �����1�1 �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T ) �����"�3

j det Jj =
m
n

= m
X

w 2Zd

jck+ N T w ( l )j2

= m
X

g2G(JT )

jb̂l;k+ N T g j2
X

z2Zd

jck+ N T g+ M T z(� )j2

=
X

g2G(JT )

jb̂l;k+ N T g j2�•

�
�ž �K���� �@�4�1�1������Wh? Wl ���1�3 �����$���4 �����$�$ ���0�Ù�8�"�"�3�Ž �:���$�$G =
�
h�l y  h; �l x  l i

�
x ;y 2P(N ) �������$�ª

�3���1�
�� �?�4�0 �^�4�"�"�#���3�0���; ���1�3�• �^���
�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �4�$�� �Ù�ž ���1�3 �������1 �#���3 �•�´�•�·�º�ž �4�$�� �����$ �m�#�ª
���&�0�#�4�$�����$ ���$ ���ž �	�/�4���9���"���$�3 �����?�4�Ž �����1�1 �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T ) �����"�3

0 =
X

w 2Zd

ck+ N T w ( h)ck+ N T w ( l )

=
X

g2G(JT )

b̂h;k+ N T gb̂l;k+ N T g

X

z2Zd

�
�ck+ N T g+ M T z(� )

�
�2

�•

���ž �K���� �"���$�!�� �k�����3�� �9�&�$ �•�´�•�·�»�ž �"�	�1�1�3 �1���
�� �#���3 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �4�$�� �����0 ���"�����
�����$ �@�4���1�-���"�3�4�$��
�:���� ���$ ���ž �4�$�� �
�ž �4�#���&�0�#���$ �?�4

F (N ) l =
p

n

 
X

w 2Zd

ck+ N T w ( l )ei( k T + w T N )�

!

k2G(N )T

=

r
n
m

 
X

g2G(JT )

b̂l;k+ N T g
p

m
X

z2Zd

ck+ N T g+ M T z(� )ei( k T + gT N + zT M )�

!

k2G(N )T

=
1

p
j det Jj

B l
p

m

 
X

z2Zd

ch+ M T z(� )ei( hT + zT M )�

!

h2G(M T )

=
1

p
j det Jj

B lF (M )� �Ž

�·�·
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�#���3 �����0 �����$�����4�3�������$ �w���0�"�����4�$�� ���������1 �M�"���#���$�3���1h 2 G(M T )�Ž �����$���4���0h = k + N T g�Ž
k 2 G(N T )�Žg 2 G(JT )�Ž ���4�1 �\���#�#�� �´�•�¸ �4�$��B l �:���� ���$ �•�´�•�·�¼�ž�•

�U�1�3 �$�4�$ �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f �:���� ���$ �•�´�•�·�º�ž �������������$�Ž �1�& �"�	�1�1�3 �1���
�� �#���3 ���ž �����1 �9�&�0�����0���������$�����$
�\���#�#���1 ������ �w���0�"�����4�$�� ���4�1 �•�´�•�·�¹�ž ���$���������$�Ž �:�&������ ������ �H���0���
���$�4�$�����$ �"���������"���
�� ���4�� �����$
�[�&���Þ�?�����$�3���$�9���!�3�&�0���$a; d �4�$��b l �Žl = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž �����1�����0���$�• �S���1�4�
���3 �1���$�� ���"�1�&
�[�&���Þ�?�����$�3���$d l =

�
dl;x

�
x2P(N ) �Žl = 0; : : : ; j det Jj � 1�Ž ���?�:�• �����0���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�ª

�#�����0�3���$d̂ l �Ž �1�& �����1�1 �Ù�8�0 ������ �R�4�$�!�3���&�$���$ ���4�1 �•�´�•�·�¹�ž �����"�3

g =
X

x2P(N )

d0;x �l x ' �4�$�� hl =
X

x2P(N )

dl;x �l x  l ; l = 1; : : : ; j det Jj � 1�•

�K���?�4 �!���$�$ ���4�� ���������$ �����$�?���"�$���$ �m�$�3���0�0���4�#V '
N ; V  l

N �Žl = 1; : : : ; j det Jj� 1�Ž ������ �S�"�����
���4�$��
�•�´�•�·�»�ž ���$�����:���$���3 �:���0�����$�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$���$�9���!�3�&�0���$' ; � �4�$�� l �:���0�����$ ���������� ���4�0�
�� ������
�����:���
���3���3���$ �r���!�3�&�0���$

�
d0;x �l x '

�
x2P(N ) ;

�
dy �l y �

�
y 2P(M )

�4�$��

�
dl;x �l y  l

�
x2P(N ) ; l = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž

���0�1���3�?�3�• �]���3 �����$ �H���:�����1�1�
���0���3�3���$ ���4�1 �l�����" ���ž �����1 �9�&�0�����0���������$�����$ �\���#�#���1 �����"�3 �#���3

A =
�

diag
�
âk+ N T g0

�
k2G(N T ) : : : diag

�
âk+ N T g j det J j� 1

�
k2G(N T )

�
�Ž

�����1�1

p
n

 
X

w 2Zd

d̂0;k ck+ N T w (' )ei( k T + w T N )�

!

k2G(N )T

=
1

p
j det Jj

A
p

m

 
X

z2Zd

d̂hch+ M T z(� )ei( hT + zT M )�

!

h2G(M T )

�·�¸
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�4�$�� �Ù�8�0l = 1; : : : ; j det Jj � 1

p
n

 
X

w 2Zd

d̂l;k ck+ N T w ( l )ei( k T + w T N )�

!

k2G(N )T

=
1

p
j det Jj

B l
p

m

 
X

z2Zd

d̂hch+ M T z(� )ei( hT + zT M )�

!

h2G(M T )

�•

�K���0���4�1 �"���1�1���$ �1���
�� ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$d l �Žl = 0; : : : ; j det Jj�Ž �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$g �4�$��hl �Ž
l = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž �����"���1���$�• �R�8�0k 2 G(N T ) ���0���	�"�3 �#���$ ���4�1

d̂0;k =
1

p
j det Jj

X

g2G(JT )

âk+ N T g d̂k+ N T g �•�´�•�¸�³�ž

�4�$��

d̂l;k =
1

p
j det Jj

X

g2G(JT )

b̂l;k+ N T g d̂k+ N T g; l = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž �•�´�•�¸�´�ž

������ �����1�4�
���3���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$d l =
�
dl;x

�
x2P(N ) �Žl = 0; : : : ; j det Jj � 1�Ž ���4�0�
�� ������ ���$�9���0�1��

�R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�•

�R�8�0 ������ �m�#�!�����0�4�$���Ž ������ ���$�9���0�1�� �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �&�����0 �s���9���"���3�ª�k�<�$�3�����1�� �9�&�$
f �Ž �1���$�� ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$d0;x �Ù�8�0g 2 V '

N �������������$ �1�&�:���� ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$dl;x �����0 �R�4�$�!�ª
�3���&�$���$hl 2 V  l

N �Žl = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž ���?�:�• �����:�����"�1 �����0���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#�����0�3��
d̂l;k �Žk 2 G(N T )�• �@�4�1 �������1���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���0���������$ �1���
�� �:���� ���$ �����$ ���0�1�3���$ �����������$ �k�4�#�ª
�#���$ ���4�1 �•�´�•�·�º�ž ������ �R�4�$�!�3���&�$���$g �4�$��hl �Žl = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž �#���3 �����0 ���"�����
�����$ �M�0�ª
�1���3�?�4�$�� ���4�0�
�� ������ �����:���
���3���3���$ �R�4�$�!�3���&�$���$�ª�r���!�3�&�0���$ �:���� ������ �����0 �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�ª
�#���3���&�$�• �@�4�1 �����0 ���0���3�3���$ �k�4�#�#�� �����0 �����:���
���3���3���$ �r���!�3�&�0���$ �1���$�� ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$dy �Ž
y 2 P(M )�Ž �����1�4�
���3�• �U�$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �"���4�3���$ ������ �w�4�1���#�#���$���	�$�����Ž �����1�1 �Ù�8�0 ���"�"��
k 2 G(N T ); h 2 G(M T ) �4�$��z 2 Zd �����"�3

ck+ N T z(g) = d̂0;k ck+ N T z(' )

ck+ N T z(hl ) = d̂l;k ck+ N T z( l ); l = 1; : : : ; j det Jj � 1�Ž

�4�$��

ch+ M T z(' ) = âhch+ M T z(� )

ch+ M T z( l ) = b̂l;hch+ M T z(� ); l = 1; : : : ; j det Jj � 1�•

�·�¹
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�M�1 ���&�"���3 �#���3ch+ M T z(f ) = d̂hch+ M T z(� ) �4�$��f = g +
j det J j� 1P

l=1
hl �Ž �����1�1

d̂h = d0;k âk+N T g +
j det J j� 1X

l=1

d̂l;k b̂l;k+ N T g; h 2 G(M T )�Ž

���1�3�Ž �:�&������h = k + N T g; k 2 G(N T )�Žg 2 G(JT )�Ž ������ �����$�����4�3������ �w���0�"�����4�$�� �$���
�� �\���#�ª
�#�� �´�•�¸ ���1�3�•

�K���� ���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�K���€�$���3���&�$ �´�•�¶�µ�•�K�<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1���ž�•
�M���$�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
���4�1 �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�· �������2�3�D�s�9�D�Q�h�B�P�Ž �����"�"�1

j det Jk j = 2; �Ù�8�0 ���"�"��k > 0�•

�K���$�$ ���1�3 ���$�1�����1�&�$�����0��dim Vj = 2 j �4�$�� �Ù�8�0 ���������1k 2 N ���1�3 �����1 �M�"���#���$�3gk 2 G(JT
k )�Ž

gk 6= 0�Ž �����$�����4�3�����Ž ���� �������� ���0�?���4�����$���� �]���$����G(JT
k ) ���4�1 �?�:���� �M�"���#���$�3���$ �����1�3�����3�• �w�4

���������# �k�!���"�����0�4�$���1�0���4�#V ' j

M j
�������+�0�3 �����$���4 �����$ �s���9���"���3�ª�j���4�#V  j

M j
�#���3 j =  j; 1 �:����

���$ �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�¼�• �R�8�0 �����$�� ���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�"���������0�3

�����1 ���&�"�����$���� �\���#�#�� �����$���$ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$�1���$�1���3�? �����0 �����?�4�������+�0�������$ �s���9���"���3�1 j �• �K���0
�H���:�����1 �€�$�����3 �1���
�� ���$ �Ÿ�µ�¼�Ž �\���#�#�� �·�•�¶� �•

�\���#�#�� �´�•�¶�¶�•�[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ ���<�������1�
�����0 �s���9���"���3�1�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� ���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�4�$�� �Ù�8�0 �����$���$ �w���0�ª

�"�������1�
���0���3�3 ������ �^�&�3���3���&�$ �9�&�$ �k�• �·�´�Ž ���$�1�����1�&�$�����0�� �����������$������ ���4�1 �•�´�•�·�º�ž �Ù�8�0' �4�$��� �Ž �����1�1

ch+ M T z(' ) = âhch+ M T z(� ); �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T ); z 2 Zd;

�����"�3�• �K���$�$ ���1�3 �����0 �9�&�$ �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$ 2 V �
M ���0�?���4���3��N �ª���$�9���0�����$�3�� �j���4�#V  

N �����$���4
�����$�$ �����1 �&�0�3���&���&�$���"�� �[�&�#�-�"���#���$�3 �9�&�$V '

N ���$V �
M �Ž �����"�"�1 �[�&���Þ�?�����$�3���$� h 2 Cnf 0g�Ž

h 2 G(M T )�Ž �#���3

� h = � � h+ N T g; g 2 G(JT )nf 0g�Ž �•�´�•�¸�µ�ž

�·�º



�ƒ ���g�k�Z�D�X�9�N�G�Z

���;���1�3�����0���$�Ž �1�& �����1�1

ch+ M T z( ) =
� h âh+ N T gP

k2Zd

jch+ M T k (� )j2
ch+ M T z(� ); h 2 G(M T ); z 2 Zd�Ž �•�´�•�¸�¶�ž

�����"�3�•

�R�8�0 ������ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����$���1 �s���9���"���3�1 �1���$�� ������ �s���0�3��� h ; h 2 G(N T )�Ž ���0���� �:�	���"�����0�Ž
���4�1 �����$���$ �1���
�� �����$�$ �#���3�3���"�1� k = � � h �Žk 2 G(M T )nG(N T )�Ž �#���3h � k mod N T �Ž ���"�1�&
k = h + N T g; g 2 G(JT )nf 0g�Ž ������ �0���1�3�"���
�����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���0���������$�•

�K���1 ���&�"�����$���� �l�����&�0���# �
�����0���!�3���0���1�����0�3 ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$� h �?�4�1�	�3�?�"���
�� ���������$���������$���Ž
�:���$�$ ���4�1 �����0 �s�����" �������1���0 �[�&���Þ�?�����$�3���$ �����$�� �`�0�3���&�$�&�0�#���"�����1���1 �Ù�8�0 �����$ �����?�4�������+�0���ª
�����$ �s���9���"���3�ª�j���4�# ���$�3�1�3�����3�• �K�����4�0�
�� ���1�3 ���1 ���$�1�����1�&�$�����0�� �#�+���"���
���Ž ���$ �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���ª
�&�$ �����0 �s���9���"���3�1 ���4�Ù�����4���$�� ���4�� �����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$âh ���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�·�º�ž ������ �[�&���Þ�ª
�?�����$�3���$b̂h �����$���0 �`�0�3���&�$�&�0�#���"�����1���1 �?�4 �����1�3���#�#���$�• �K�����1 �:���0�� ���$ �������1���0 �R�&�0�# �������0 ���0�1�3�ª
�#���"�1 �����$���$�$�3 �4�$�� �����:�����1���$�•

�l�����&�0���# �´�•�¶�·�•
�S�����������$ �1���� �����$�� ���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�4�$�� �Ù�8�0 �R�4�$�!�3���&�ª

�$���$'; �;  �:���� ���$ �\���#�#�� �´�•�¶�¶ �1�������$� h �Žh 2 G(M T )�Ž �������������$�Ž ������ �•�´�•�¸�µ�ž ���0�Ù�8�"�"���$�• �K����
�l�0���$�1�"���3�� �ly � �Žy 2 P(M )�Ž �4�$�� �lx ' �Žx 2 P(N )�Ž �1�������$ �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �H���1���$ ���$ �����$ �j�	�4�ª
�#���$V �

M �4�$��V '
N �•

�K���$�$ �1���$�� ������ �l�0���$�1�"���3�� �lx  �Žx 2 P(N )�Ž �����$���4 �����$�$ �&�0�3���&�$�&�0�#���"�Ž �:���$�$

j� h j =
1
m

�Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T ) �����"�3�•

���G�q�G�Q�h�¡�^���
�� �•�´�•�¸�¶�ž �����"�3 �#���3ch+ M T z( ) := b̂hch+ M T z(� ) �4�$�� �����0 �`�0�3���&�$�&�0�#���"���3�	�3 �����0
�l�0���$�1�"���3�� �ly � �Žy 2 P(M )�Ž �����1�1

b̂h =
� h âh+ N T gP

k2Zd

jch+ M T k (� )j2
= m� h âh+ N T g; h 2 G(M T )�•

�k����g 2 G(JT )nf 0g�• �K���� �l�0���$�1�"���3�� �ly  �Žy 2 P(N )�Ž �1���$�� �$���
�� �\���#�#�� �´�•�¶�³ ���ž �����$���4 �����$�$
�&�0�3���&�$�&�0�#���"�Ž �:���$�$ �Ù�8�0 ���"�"��k 2 G(N T ) �����"�3

2 = jb̂k j2 + jb̂k+ N T g j2 = m2j� k j2
�
jâk+ N T g j2 + jâk j2

�
= 2m2j� k j2�•

�·�»
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�k���$�� ������ �k�!���"�����0�4�$���1�0�	�4�#��Vj �Žj � 0�Ž ���4�0�
�� �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �l�0���$�1�"���3�� �9�&�$ �k�!���"�����0�4�$���1�ª
���4�$�!�3���&�$���$' j �������������$�Ž �"���1�1���$ �1���
�� ���"�1�& ���4�1 �����0���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ �����0���!�3 �s���9���"���3�1 j �Ž
j > 0�Ž ���0�?���4�����$�Ž �����0���$ �l�0���$�1�"���3�� �lx  j �Žx 2 P(N )�Ž �����$�� �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �H���1���1 �����1 �j���4�#���1
Wj �����"�����$ �4�$�� ������ �����0 �w���0�"�����4�$�� �•�´�•�·�¸�ž �����$�8�����$�• �K�������� �9���0���"���������$ �#���3 �����0 �����$���$ �T�	�"�Ù�3��
�����0 �[�&���Þ�?�����$�3���$�Ž ���3�:��� k 2 C�Žk 2 G(M T

j � 1)�Ž �1���"���1�3 �����$�$ �$�&�
�� �9�����"�� �R�0�����������3�1���0�������Ž
�:���$�$ �����$�� �&�0�3���&�$�&�0�#���"�� �H���1���1 ���0�?���4���3 �:���0�����$ �1�&�"�"�Ž ���"�1�& �����0 �H���3�0���� �������1���0 �[�&���Þ�?�����$�ª
�3���$ ���4��1m j

�����1�3�����"�����3 ���1�3�•

�·�¼





�µ
�@�-�-�0�&�;���#���3���&�$ ���4�0�
�� �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$

�K���� �@�-�-�0�&�;���#���3���&�$ �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f : R ! C ���4�0�
�� �	�/�4�������1�3���$�3�� �l�0���$�1�"���3�� �ln ' �Ž
n 2 P(N )�ŽN 2 N�Ž �����$���0 �?�:�����3���$ �R�4�$�!�3���&�$' �������3 ���# �R���"�"�� �����0 �H�ª�k�-�"���$���1 �?�4�0�8�
�! ���4��
�@�0�������3���$ �9�&�$ �U�• �Z�• �k�
���+�$�����0���Ž �1�������� ���3�:�� ������ �]�&�$�&���0���-������ �Ÿ�·�¼� �• �K�������� �:���0�� ������ �R�4�$�!�3���ª
�&�$f �1�& ���4�0�
�� ������ �l�0���$�1�"���3�� ���$�����$�	�����0�3�Ž �����1�1 �1���� ���$ �������$�1�& �	�/�4�������1�3���$�3���$ �[�$�&�3���$ �#���3
�����0 �����:���
���3���3���$ �k�4�#�#��LN f �����0 �l�0���$�1�"���3�� �8�����0�����$�1�3���#�#�3�• �M�1 ���$�3�1�3�����3 �����1 �1�&�����$���$�$�ª
�3�� �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�ª�g�0�&���"���#�Ž �����1�1���$ �\�+�1�����0�!�����3 �"���������"���
�� �9�&�$' �4�$�� �������$�������1���$ �[�$�&�3���$
�������	�$���3�• �k�����3 �����# �H�������$�$ �����0 �´�¼�»�³���0 �Z�����0�� �:�4�0���� ������ �-���0���&�����1�
���� �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$ ���4�0�
��
�l�0���$�1�"���3�� �����3�0���
���3���3 �Ÿ�´�·�Ž �¶�³�  �4�$�� ������ �\�+�1�����0�!�����3 �����1 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�ª�g�0�&���"���#�1 �1�&�:����
�R�����"���0�����1�
���	�3�?�4�$�����$kLN f � f k �1�3�4�������0�3�•

�H���0�����3�1 ���$ �Ÿ�·�¼�  �����1�
���0�������3 �����$ �@���1���3�? �#�����0�����#���$�1���&�$���"�� �j�	�4�#�� �9�&�$ �l�0���$�1�"���3���$ �����$���0
�R�4�$�!�3���&�$' ���4�� �����$���# �l���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3�ª�S���3�3���0�Ž ���"�1�& ���4�� �����# ���$ ���������0 �K���#���$�1���&�$ �4�# �����ª
�$���$ �R���!�3�&�0N � 1

i ; N i 2 N�Ž �����1�3���4�
���3���$Zd�• �K�����1 �:���0�� ���$ �Ÿ�µ�¶�  �Ù�8�0 ������ �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$ �����$���4�ª
���0 �4�$�3���0�1�4�
���3�• �K���� �H���3�0���
���3�4�$�� �����1 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�������"���0�1 �:�4�0���� ���4�0�
�� �M���$�Ù�8���0�4�$�� �����0
�-���0���&�����1�
�����$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ ���$ �Ÿ�·�¹�  �9���0�����$�����
���3�Ž ������ �Ù�8�0 �9���0�1�
�����������$�� �l���$�ª
�1�&�0�-�0�&���4�!�3�ª�S���3�3���0 �?�4�0 �R�����"���0�����1�
���	�3�?�4�$�� �����$�4�3�?�3 �:�4�0�����$ �Ÿ�·�º�Ž �¸�´�Ž �¸�¸�Ž �¸�¹� �• �r�&�$ �����1�&�$�ª
�����0���0 �H�������4�3�4�$�� ���1�3 �����������Ž �:���� ���0�&�2 �����0 �R�����"���0 �������1���0 �@�-�-�0�&�;���#���3���&�$ ���4�0�
�� �l�0���$�1�"���3��
�?�4f ���1�3�Ž �:���$�$ �1�&�:�&���"f ���"�1 ���4�
��' �����1�3���#�#�3�� �M�������$�1�
�����Ù�3���$ ���0�Ù�8�"�"���$�• �U�1�3f ���3�:�� ���$ �����ª
�$���0 �����:���1�1���$ �j���
���3�4�$�� �1�����0 ���"���3�3 �4�$�� �	�$�����0�3 �1���
�� ���$�3�"���$�� �������1���0 �j���
���3�4�$�� �:���$�����Ž �1�&
���$�3���	�"�3 ������ �j���
���3�4�$�� ���$ �����:���1�1���# �k���$�$�� �:���$������ �U�$���&�0�#���3���&�$���$�• �M�$�3�"���$�� �������1���0 �j���
���ª
�3�4�$�� ���1�3 ���1 �1�&�#���3 �Ù�8�0' ���9���$�3�4���"�" �#�+���"���
���Ž ������ �R�4�$�!�3���&�$ �������$�1�& ���"���3�3 �?�4 �:�	���"���$ �4�$��
���������� �#���3 �$�4�0 �:���$�������$ �l�0���$�1�"���3���$ �����$�� ���4�3�� �^�	�����0�4�$�� �Ù�8�0f �?�4 ���0�����"�3���$�•

�U�$ �������1���# �[���-���3���" �:���0�����$ �?�4�$�	�
���1�3 ������ �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M ) �����$���0 �0���ª
���4�"�	�0���$ �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$�� ������ �\�+�1�����0�!�����3 �����1 �����?�4�������+�0�������$ �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�ª�g�0�&�ª
���"���#�1 �����3�0���
���3���3�• �K���� �@�$�������� �����1 �g�0�&���"���#�1 ���$ �����$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f )�Žck (' )�Ž
k 2 Zd�Ž �����0 ���������3���1�3���3���$ �R�4�$�!�3���&�$f �4�$�� �����0 ���-�-�0�&�;���#�����0���$�����$ �R�4�$�!�3���&�$' �Ù�8���0�3
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�?�4 �����$���0 �M�;���1�3���$�?���������$���4�$�� �����1 �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3���$IM 2 V '
M ���# �j���4�# �����0

�l�0���$�1�"���3�� �ly '; y 2 P(M )�• �M�;���1�3�����0�3 �����0 �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3�Ž �1�& �"�	�1�1�3 �1���
�� �����1 �U�$�ª
�3���0�-�&�"���3���&�$�1�ª�g�0�&���"���# �#���3 �����$���# �1�
���$���"�"���$ �@�"���&�0���3���#�4�1 �"�+�1���$�Ž �����0 �"���$�����0 ���$ �����0 �@�$�ª
�?�����" �@���3���1�3�-�4�$�!�3���Ž �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$2� y �Žy 2 P(M )�Ž ���1�3�• �k�
���"�����2�"���
�� �:���0�����$ ������
�9�&�$ �Ÿ�·�¹�  �����€�$�����0�3���$ �4�$�� ���$ �Ÿ�¸�¸�  ���0�:�����3���0�3���$ �-���0���&�����1�
�����$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ ���4��
�������1���$ �R���"�" �8�����0�3�0�������$�• �M�0�Ù�8�"�"�3 ������ �R�4�$�!�3���&�$' �������1�� �M�������$�1�
�����Ù�3���$�Ž �1�& �"���1�1���$ �1���
�� ������
�����!���$�$�3���$ �j���1�4�"�3���3�� �Ù�8�0 �����$ �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�������"���0 ���$ �k�&���&�"���9�ª�j�	�4�#���$ ���4�� ������ ���$���1�&�ª
�3�0�&�-���$ �k�&���&�"���9�ª�j�	�4�#��A �

M ; q(T
d) ���4�1 �@���1�
���$���3�3 �´�•�µ �8�����0�3�0�������$�•

�µ�•�´ �K���1 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�ª�g�0�&���"���#

�S�����������$ �1���� �����0 �j���4�# �����0 �l�0���$�1�"���3��V '
M �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$' �• �K���1���Z�i�G�g�e�\�X�9�i�Q�\�Z�h�²�(�g�\�A�X�G�Y

�����1�3�����3 �����0���$�Ž �Ù�8�0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f ������ �����$�����4�3������ �R�4�$�!�3���&�$ 2 V '
M �?�4 �€�$�����$�Ž ������

f (2� y) =  (2� y); y 2 P(M )�Ž

���0�Ù�8�"�"�3�• �K�������� �#�4�1�1 ������ �R�4�$�!�3���&�$f �#���$�����1�3���$�1 ���$ �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$ ���4�1�:���0�3�����0 �1�����$�Ž
���• ���• ������ �s���0�3��f (2� y)�Žy 2 P(M )�Ž �#�8�1�1���$ ���;���1�3�����0���$�• �R�8�0 ������ �H���0���
���$�4�$�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$
 �Ž �����$���4���0 ������ �H���1�3���#�#�4�$�� �����0 �[�&���Þ�?�����$�3���$ay �Žy 2 P(M )�Ž ������ 2 V '

M �����1�
���0���������$�Ž
���$�3�1�3�����3 �����$�$ �����$ �"���$�����0���1 �S�"�����
���4�$���1�1�<�1�3���#�• �M���$ �����"���0�����
�����1 �s���0�!�?���4�� ���$ �T���$�1���
���3
���4�� ������ �g�0�&�����!�3���&�$ ���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3�� �j�	�4�#�� ���4�0�
�� �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$ �4�$�� �1�&�#���3 �?�4�0
�\�+�1�4�$�� �����1 �S�"�����
���4�$���1�1�<�1�3���#�1 ���1�3 �����0 �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3�•

�K���€�$���3���&�$ �µ�•�´�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$�� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$' �• �M���$�� �R�4�$�!�3���&�$IM 2
V '

M �������2�3���k�Z�D�9�Y�G�Z�i�9�X�Q�Z�i�G�g�e�\�X�9�Z�i�&�����0���9�N�g�9�Z�N�G�²���k�Z�W�i�Q�\�Z�Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0P(M )�Ž �����"�"�1

IM (2� y) = � Ed
0;y =

(
1 �����"�"�1y � 0 mod Ed;

0 �1�&�$�1�3�Ž
; y 2 P(M )�• �•�µ�•�´�ž

�K���1 ���&�"�����$���� �\���#�#�� �
�����0���!�3���0���1�����0�3 �����$ �j���4�#V '
M ���������$���������$���Ž �:���$�$ �����$ �R�4�$�����ª

�#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM 2 V '
M ���$ �������1���# �j���4�# ���;���1�3�����0�3 �4�$�� �9���0���"�"�����#�����$���0�3 �1�& �\���#�#��

�´�•�¶ ���4�1 �Ÿ�·�¹� �•

�¸�µ
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�\���#�#�� �µ�•�µ�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$�� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$' 2 A(Td)�• �K���$�$ ���;���1�ª
�3�����0�3 �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM 2 V '

M �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$

cM
h (' ) =

X

z2Zd

ch+ M T z(' ) 6= 0; �Ù�8�0 ���"�"��h 2 G(M T ): �•�µ�•�µ�ž

�M�;���1�3�����0�3 �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM 2 V '
M �Ž �1�& ���1�3 ���0 �����$�����4�3���� �����1�3���#�#�3�•

���G�q�G�Q�h�¡�@�$�����$�&�#�#���$�Ž �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3 ���;���1�3�����0�3�• �K���$�$ �����"�3 �$���
�� �\���#�#��
�´�•�µ�¶ ���ž�Ž �����1�1 �����$ �r���!�3�&�0a = ( ah )h2G(M ) �#���3 �����1�!�0���3���0 �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$â =
p

mF (M )a ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1

ch+ M T z(I M ) = âhch+ M T z(' ); h 2 G(M T ); z 2 Zd�•

�M�1 �����"�3 �Ù�8�0h 2 G(M T )

cM
h (I M ) =

X

z2Zd

ch+ M T z(I M ) = âh

X

z2Zd

ch+ M T z(' ) = âhcM
h (' )�• �•�µ�•�¶�ž

�@�$�����0���0�1�����3�1 ���0�Ù�8�"�"�3 �����0 �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM �-���0 �K���€�$���3���&�$ ������ �S�"�����
���4�$�� �•�µ�•�´�ž�Ž
�1�& �����1�1 �1���
�� �#���3 �����0 �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�Ž �9���"�• �•�´�•�´�º�ž�Ž �4�$�� �����0 �@�"�����1���$���ª
�R�&�0�#���" ���4�1 �\���#�#�� �´�•�´�º

cM
h (I M ) =

1
m

�•�µ�•�·�ž

���0�������3 �4�$�� �1�&�#���3 ���4�1 �•�µ�•�¶�ž ������ �S�"�����
���4�$�� �•�µ�•�µ�ž ���&�"���3�•

�@�$�����$�&�#�#���$ �•�µ�•�µ�ž ���1�3 ���0�Ù�8�"�"�3 �4�$�� �1���� ������ �R�4�$�!�3���&�$g �������������$ ���4�0�
�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&�����ª
�€�?�����$�3���$

ck (g) =
ck (' )

mcM
k (' )

; k 2 Zd�• �•�µ�•�¸�ž

�K���$�$ ���1�3 �#���3âh = ( mcM
h (' )) � 1�Žh 2 G(M T )�Žg 2 V '

M �Ž ���0�Ù�8�"�"�3�• �K���� �����1�!�0���3���$ �R�&�4�0�����0�ª
�[�&���Þ�?�����$�3���$cM

h (g) �����$�8�����$ �����0 �S�"�����
���4�$�� �•�µ�•�·�ž �4�$�� �1�&�#���3 ���1�3g �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�ª
�3���0�-�&�"���$�3 �?�4�# �]�4�1�3���0P(M )�• �M�;���1�3�����0�3 �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM �Ž �1�& ���0�������3 �1���
��
���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�µ�•�¸�ž ���4�
�� ������ �M���$�����4�3�����!�����3�•

�¸�¶
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�K���� �R���!�3�&�0���$(mcM
k (' )) � 1�Ž �:���"�
���� ���$ �����0 �m�#�0���
���$�4�$�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$' ���$ �����0���$ �R�4�$�����ª

�#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3���$IM �9�&�0�!�&�#�#���$�Ž �:���0�����$ �@���#���"�����0�4�$���1�����!�3�&�0���$�Ž ���# �M�$���"���1�
�����$
���3�3���$�4���3���&�$ �����
�3�&�0�1�Ž �����$���$�$�3 �4�$�� �:�4�0�����$ ���# �]�����0�����#���$�1���&�$���"���$ ���4�� �l���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3�ª
�S���3�3���0�$ ���$ �Ÿ�µ�¶�Ž �¸�»�  �����3�0���
���3���3�• �m�$�3���0 �����$ �M�;���1�3���$�?���������$���4�$�����$ �����1 �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�ª
�-�&�"���$�3���$ �"�	�1�1�3 �1���
�� �$�4�$ �����$�� ���4�� �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$ �������������$�� �R�4�$�!�3���&�$ ���4�0�
�� �U�$�3���0�ª
�-�&�"���3���&�$ ���-�-�0�&�;���#�����0���$�•

�K���€�$���3���&�$ �µ�•�¶�•�U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�&�-���0���3�&�0�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �4�$�� �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM �• �K���0
���Z�i�G�g�e�\�X�9�i�Q�\�Z�h�\�e�G�g�9�i�\�gLM ���1�3 �Ù�8�0 �������� ���4�� �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$2� y �Žy 2 P(M )�Ž �����1 �l�&�0�4�1
Td ���4�1�:���0�3�����0�� �R�4�$�!�3���&�$f �������������$ ���4�0�
��

LM f :=
X

y 2P(M )

f (2� y)�l y IM �•

�U�1�3f 2 A(Td)�Ž �1�& �����"�3 �#���3 �����# ���"�����
�����$ �@�$�1���3�? �:���� ���$ �\���#�#�� �µ�•�µ �Ù�8�0 ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&�����ª
�€�?�����$�3���$ �����0 ���$�3���0�-�&�"�����0���$�����$ �R�4�$�!�3���&�$

ck (LM f ) = m

 
X

z2Zd

ck+ M T z(f )

!

ck (I M ) = mcM
k (f )ck (I M )�•

�M�1 �����?�����
���$��

TM :=
n

f ; f =
X

h2G(M T )

aheihT � ; ah 2 C
o

�����$ �j���4�# ���"�"���0 �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
�����$ �g�&�"�<�$�&�#��f �Ž �����0���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f )�Ž
k 2 Zd�Ž �"���������"���
�� ���4�� �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T ) �9�&�$0 �9���0�1�
�����������$ �1���$���• �K���� �R�&�4�ª
�0�����0�ª�k�4�#�#��SM f �?�4�0 �]���3�0���;M ���1�3 �Ù�8�0 �����$f 2 L1(Td) �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

SM f :=
X

k2G(M T )

ck (f )ei k T � 2 TM �•

�µ�•�µ �K���� ���"�"���-�3���1�
�����$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$

�K���� �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ �Ÿ�¹�³�  �
�����0���!�3���0���1�����0���$ �Ù�8�0 �����$���$ �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�1�9���0�����$�3���$
�j���4�# ���4�� �����0 �0�����"�"���$ �@�
���1�� �����1�1���$ �@�-�-�0�&�;���#���3���&�$�1���8�3���• �@�$�1�3���"�"�� �����0 ���&�0�3 �9���0�:���$�ª
�����3���$ �j���!�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �9�&�$ �g�&�"�<�$�&�#���$�Ž �:�4�0�����$ ���$ �Ÿ�·�¹�  ���4�1���������$�� �9�&�$ �3�0�����&�$�&�#���3�0���ª

�¸�·



�„�¡�… ���G�g ���Z�i�G�g�e�\�X�9�i�Q�\�Z�h�M�G�P�X�G�gkf � LM f k

�1�
�����$ �g�&�"�<�$�&�#���$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ �Ù�8�0 �����$d�ª�����#���$�1���&�$���"���$ �l�&�0�4�1 �4�$��� = 1
�����$�����Ù�8���0�3 �4�$�� ���$ �Ÿ�¸�¸�  ���4��� � 0 �8�����0�3�0�������$�• �K���� �H�������$���4�$�����$ �
�����0���!�3���0���1�����0���$ ������
�S�8�3�� �����0 �@�-�-�0�&�;���#���3���&�$ �����$���1 �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���$ �j���4�#���1V ���4�0�
�� �����1 �j���-�0�&�ª
���4�!�3���&�$�1�9���0�#�+�����$ �����$���1 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�&�-���0���3�&�0�1IM �• �K���� �]���$���� �����0 ���������� �����3�0���
���3���ª
�3���$ �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
�����$ �g�&�"�<�$�&�#�� ���$�3�1�-�0���
���3 ���$ �����������$ �@�4�1���0�������3�4�$�����$ �����# �R���"�"TM �Ž
M = diag(N; : : : ; N ); N 2 N�• �U�$ �@�$���"�&������ �?�4�0 ���"�"���-�3���1�
�����$ �S���:���
���3�1���4�$�!�3���&�$ ���4�1 �K���ª
�€�$���3���&�$ �´�•�´�¶ ���0�������3 �1���
�� �����$�� �1�<�$�&�$�<�#�� �^���#���$�1�������4�$�� �Ù�8�0 ������ ���&�"�����$����

�K���€�$���3���&�$ �µ�•�·�•�M�"�"���-�3���1�
���� �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�• �M���$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 L1(Td) ���0�Ù�8�"�"�3 ������
�®�e�G�g�Q�\�D�Q�h�B�P�²�¯�G�X�X�Q�e�i�Q�h�B�P�G�Z �+�i�g�9�Z�N�²���Q�r�²���G�D�Q�Z�N�k�Z�N�G�Z�����0 �`�0���$�4�$��s > 0 �?�4q � 1 �4�$�� �����$���#
� 2 R+ �Ž �����"�"�1 �����$�� �$���
���3�$�������3���9�� �R�&�"����b = f bzgz2Zd � R+

0 ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1 �Ù�8�0 ���"�"��
k 2 G(M T )�Žz 2 Zdnf 0g�Ž �����"�3

���žj1 � mck (f )j � b0kM � T kks
2�Ž

���žjmck+ M T z(f )j �
bz

kM k�
2

kM � T kks
2

�4�$��

�
�ž
 �k�R:= kf � M
� (z)bzgz2Zd j`q(Zd)k < 1 �•

�R�8�0 ������ �������0 �����3�0���
���3���3���$ �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���?���$ ���1�3 ������ �[�&�$�����3���&�$�1�?�����"� M ���$���"���
���Ž ���� �����1
�g�0�&���4�!�3 �����0 �k���$���4�"�	�0�:���0�3��� i (M T M )�Ži = 1; : : : ; d�Ž �����0 �]���3�0���;M �����0������ �����0 �K���3���0�#���ª
�$���$�3�� ���$�3�1�-�0���
���3�• �M�1 �����"�3 �:�������$s > 0 �Ù�8�0 �����"�������������1k 2 Zd�Ž �����1�1

kkks
2 = kM T M � T kks

2 � k M ks
2kM � T kks

2 �
�
1+ kM k2

2kM � T kk2
2

� s=2
= � M

s (k)�• �•�µ�•�¹�ž

�µ�•�¶ �K���0 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�������"���0kf � LM f k

�U�# ���&�"�����$�����$ �@���1�
���$���3�3 �:���0�� �����0 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�������"���0kf � LM f k ���$ �4�$�3���0�1�
���������"���
�����$
�j�	�4�#���$ �����3�0���
���3���3 �4�$�� �����$�� �&�����0�� �k�
���0���$�!�� ���$�������������$�Ž �:���$�$ �1�&�:�&���" ������ �R�4�$�!�3���&�$
f ���"�1 ���4�
�� �����0 �?�4�0 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$ �������+�0������ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM �����:���1�1�� �S�"���3�3�ª
�������3�1���������$�1�
�����Ù�3���$ ���0�Ù�8�"�"���$�• �w�4�$�	�
���1�3 �:���0�����$ ���$ �����$ �l�����&�0���#���$ �µ�•�¸�Ž �µ�•�¹ �4�$�� �µ�•�º �l���0�ª
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�#�� �����3�0���
���3���3�Ž ������ �?�4�0 �S���1���#�3�����1�
���	�3�?�4�$�� ���$ �l�����&�0���# �µ�•�¼ �9���0�:���$�����3 �:���0�����$�• �R�8�0 �����ª
�$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �����?�����
���$��

� M :=

s
� d(M T M )
� 1(M T M )

������ �[�&�$�����3���&�$�1�?�����" �����0 �]���3�0���;M �•

�U�$�3���0�-�&�"���3���&�$�1�������"���0 ������ �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
�����$ �g�&�"�<�$�&�#���$

�l�����&�0���# �µ�•�¸�•
�k����M 2 Zd� d �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���; �#���3kM k2 � 2�Žf 2 TM �����$ �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
�����1
�g�&�"�<�$�&�# ���4�� �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T ) �4�$��IM 2 L1(Td) �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�ª
�-�&�"���$�3�Ž �����0 ������ ���"�"���-�3���1�
�����$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ �Ù�8�0 �����1�3�� �s���0�3��s; q; � > 0 ���0�Ù�8�"�"�3�•
�K���$�$ �����"�3




 f � LM f j A �

M ; q




 �

�
� M

kM k2

� s


 �k�R






 f j A � + s

M ; q






 �•

���G�q�G�Q�h�¡�M�1 �����"�3 ���4�����0�4�$�� �����0 �@�"�����1���$���ª�R�&�0�#���" �4�$�� �:�������$f 2 TM �Ù�8�0 �����"�������������1h 2
G(M T )�Ž �����1�1ch (LM f ) = mcM

h (f )ch (I M ) = mch (f )ch (I M )�Ž �4�$�� �1�&�#���3 ���&�"���3 �Ù�8�0 �����$ �@�-�ª
�-�0�&�;���#���3���&�$�1�ª�������"���0




 f � LM f

�
�A �

M ; q




 =








X

k2Zd

�
ck (f ) � mcM

k (f )ck (I M )
�
eik T �

�
�
�A �

M ; q






 �•

�]���3 �����0 �w���0�"�����4�$��k = h + M T z; h 2 G(M T ); z 2 Zd�Ž �����"�3





 f � LM f

�
�
�A �

M ; q








=










X

h2G(M T )

�
ch (f ) � mcM

h (f )ch (I M )

�
X

z2Zdnf 0g

cM
h+ M T z(f )mch+ M T z(I M )eizT M �

�
eihT �

�
�
�
�A

�
M ; q










=










X

h2G(M T )

ch (f )eihT �
�

(1 � mch (I M ))

�
X

z2Zdnf 0g

mch+ M T z(I M )eiM T z�
� �

�
�
�A

�
M ; q








 �•
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�„�¡�… ���G�g ���Z�i�G�g�e�\�X�9�i�Q�\�Z�h�M�G�P�X�G�gkf � LM f k

�K�4�0�
�� �@�$�:���$�����$ �����0 �^�&�0�# ���$A �
M ; q(T

d) �����"�3 �:�����3���0






 f � LM f

�
�
�A �

M ; q








q

=
X

h2G(M T )

jch (f )jq
�

j(1 � mch (I M )) � M
� (h)jq

+
X

z2Zdnf 0g

jmch+ M T z(I M )j� M
� (h + M T z)

�
�•

�K�����1 �"�	�1�1�3 �1���
�� �#���3 �����$ ���"�"���-�3���1�
�����$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ �9�&�$IM �4�$�� �����$ �S�"�����ª
�
���4�$�����$ �•�´�•�´�¹�ž �4�$�� �•�µ�•�¹�ž �����1�
���	�3�?���$






 f � LM f

�
�
�A �

M ; q








q

�
� X

h2G(M T )

kM � T hksq
2 j� M

� (h)ch (f )jq
�� X

z2Zd

(� M
� (z)bz)q

�

�
� X

h2G(M T )

kM � T ksq
2 khksq

2 j� M
� (h)ch (f )jq

�

 q

�k�R

� 
 q
�k�R�

sq
M kM k� sq

2




 f

�
�A � + s

M ;q




 q

�•

�@�-�-�0�&�;���#���3���&�$ ���4�0�
�� �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
���� �g�&�"�<�$�&�#��

�l�����&�0���# �µ�•�¹�•
�k����f 2 A �

M ; q(T
d) �������������$ �#���3q � 1 �4�$��� � � � 0�• �K���$�$ �����"�3




 f � SM f j A �

M ; q




 �

�
2

kM k2

� � � �

k f j A �
M ; qk�•

���G�q�G�Q�h�¡�M�1 �����"�3




 f � SM f j A �

M ;q




 =




 f � M

� (k)ck (f )gk2ZdnG(M T )

�
� `q(ZdnG(M T ))






�4�$�� �1�&�#���3 �#���3� M
� (k) = � M

� � � (k)� M
� (k)




 f � SM f

�
�A �

M ;q




 � max

k2ZdnG(M T )
� M

� � � (k)



 f

�
�A �

M ;q




 �•

�K���1 �]���;���#�4�# �"�	�1�1�3 �1���
�� �����$���4���0 �����1�3���#�#���$�Ž �����$�$ �$���
�� �r�&�0���4�1�1���3�?�4�$�� ���1�3� � � � 0
�4�$�� �Ù�8�0k 2 ZdnG(M T ) ���;���1�3�����0�3 ������ �����$�����4�3������ �w���0�"�����4�$��k = h + M T z�Žh 2 G(M T )�Ž
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0 6= z 2 Zd�• �[�����$���0 �������1���0 �g�4�$�!�3���Ž �8�����0 ������ �����1 �]���;���#�4�# ���������"�����3 �:���0���Ž �"�������3 ���$�$���0�ª
�����"�� �����1 �g���0���"�"���"�&�3�&�-�1M T

�
� 1

2; 1
2

� d
�Ž �1�&�$�����0�$ ���"�"�� �"���������$ ���4�2���0�����"�� �&�����0 ���4�� �����# �M�"�"���-�ª

�1�&�����Ž �����1 ���$�3�1�3�����3�Ž �:���$�$ �#���$ �����$ �[�0�����1 �#���3 �j�������4�11
2kM k2

�#���3 �����0 �]���3�0���;M T ���������"�����3�•
�K���� �g�4�$�!�3��k = 1

2M T ej �Žj = 1; : : : ; d�Ž �"���������$ ���;���!�3 ���4�� �������1���# �M�"�"���-�1�&���� �4�$�� �����"�����$
���������0 ���$�1�����1���#�3 ������ �]���$���� �����0 �#�+���"���
�����$ �]���;���#���•

max
k2ZdnG(M T )

� M
� � � (k) = max

k2ZdnG(M T )
(1 + kM k2

2kM � T kk2
2)

� � �
2

� max
j 2f 1;:::;dg

�
1 + kM k2

2kM � T 1
2M T ej k2

2

� � � �
2

= max
j 2f 1;:::;dg

�
1 +

kM k2
2

4
kej k2

2

� � � �
2

�
�

kM k2
2

4

� � � �
2

=
�

kM k2

2

� � � �

�•

�R�8�0 �����1 ���&�"�����$���� �l�����&�0���# �1���� �����0 �r���!�3�&�0 �����0 �H���3�0�	���� �#���3jzj := ( jz1j; : : : ; jzdj)T �Žz 2 Zd�Ž
�����?�����
���$���3�•

�l�����&�0���# �µ�•�º�•
�S�����������$ �1�������$ �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �#���3kM k2 > 1 �4�$�� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2
A �

M ; q(T
d) �#���3q � 1; � � � � 0�4�$��� > d (1� 1=q)�• �R�8�0 �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3���$

IM �1����


 �U�g:= m

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

max
h2G(M T )

�
jch (I M )jq + kM k�q

2

P

z2Zdnf 0g
j� � (z)ch+ M T z(I M )jq

� 1=q

�����"�"�1q < 1 �Ž

max
h2G(M T )

sup
�

jch (I M )j; kM k�
2 j� � (z)ch+ M T z(I M )j; z 2 Zdnf 0g

	

�����"�"�1q = 1

���$���"���
���• �K���$�$ �����"�3 ������ �@���1�
���	�3�?�4�$��




 LM (f � SM f )j A �

M ; q




 � 
 �U�g
 �k�#

�
1

kM k2

� � � � 


 f

�
�A �

M ; q
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�#���3


 �k�# := (1 + d)�= 22� �

8
>>><

>>>:

�
P

z2Zdnf 0g
k2jzj � 1k� p�

2

� 1=p

�Ù�8�0q > 1; 1
p + 1

q = 1�Ž

sup
z2Zdnf 0g

k2jzj � 1k� �
2 �Ù�8�0q = 1�•

�•�µ�•�º�ž

�H���#���0�!�4�$�� �µ�•�»�•
�s�	���0���$��
 �U�g�"���������"���
�� �9�&�# �����:�	���"�3���$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3���$IM �������	�$���3�Ž ���0�������3
�1���
��
 �k�# �����$�����4�3���� ���4�1q�4�$�� �����0 �S�"���3�3�������3�1�&�0���$�4�$��� �����0 �R�4�$�!�3���&�$f �Ž ���1�3 �������&�
�� ���$�1�����ª
�1�&�$�����0�� �4�$�������	�$������ �9�&�$ �����0 �R�4�$�!�3���&�$f �4�$�� �����0 �]���3�0���;M �• �]���3 �����$ �r�&�0���4�1�1���3�?�4�$�����$
���$� ���1�3
 �k�# �1�3���3�1 ���$���"���
���•

���G�q�G�Q�h �D�G�h �,�P�G�\�g�G�Y�h �„�¡�‰�¡�U�# �R�&�"�����$�����$ �:���0�� �����0 �H���:�����1 �Ù�8�0 �����$ �R���"�"q < 1 �����Ù�8���0�3�• �R�8�0
�����$ �R���"�"q = 1 ���&�"���3 �����0 �H���:�����1 ���$���"�&���• �K���� �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �^�&�0�# ���0�������3




 LM (f � SM f )

�
�A �

M ; q




 q

=







X

k2Zd

� M
� (k)ck (LM (f � SM f )) eik T �

�
�
�A �

M ; q








q

=
X

k2Zd

�
� � M

� (k)mcM
k (f � SM f )ck (I M )

�
�q

�•

�K�4�0�
�� �@�4�Ù�3�����"���$ �����0 �k�4�#�#�� ���$k = h + M T z�Žh 2 G(M T )�Žz 2 Zd�Ž �4�$�� �#���3 �S�"�����
���4�$��
�•�´�•�´�¹�ž �����"�3 ������ �@���1�
���	�3�?�4�$��




 LM (f � SM f )j A �

M ; q




 q

�
X

h2G(M T )

�
� � M

� (h)mcM
h (f � SM f )

�
�q

�

 

jch (I M )jq + kM k�q
2

X

z2Zdnf 0g

j� M
� (z)ch+ M T z(I M )jq

!

� 
 q
�U�g

X

h2G(M T )

j� M
� (h)cM

h (f � SM f )jq�•

�¸�¼
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�w�4�0 �H�������$���"�4�$�� �����0 �9���0���"���������$�����$ �k�4�#�#�� �:���0�� �?�4�$�	�
���1�3 ������ �K���€�$���3���&�$ �����0 �H�0���
�!���3�ª
�k�4�#�#�� ���$�����:���$���3�• �@�$�1�
���"�����2���$�� ���&�"���3 �#���3 �����0 �T�+�"�����0�ª�m�$���"�����
���4�$�� ���$�����:���$���3 ���4��
������ �R�&�0�#ck (f ) = � M

� (k)� M
� � (k)ck (f ) � 1 �Ù�8�01 < q < 1 �4�$��1=p+ 1=q= 1�Ž �����1�1

X

h2G(M T )

j� M
� (h)cM

h (f � SM f )jq

=
X

h2G(M T )

� M
�q (h)

 
X

z2Zdnf 0g

jch+ M T z(f )j

! q

�
X

h2G(M T )

� M
�q (h)

 
X

z2Zdnf 0g

� M
� �p (h + M T z)

! q=p

�

 
X

z2Zdnf 0g

j� M
� (h + M T z)ch+ M T z(f )jq

!

�•

�K���� �k�4�#�#�� ���# �#���3�3�"���0���$ �R���!�3�&�0 �!�&�$�9���0�������0�3 ���4�����0�4�$�� �����0 �r�&�0���4�1�1���3�?�4�$���Ž �����1�1p� > d
���1�3�• �S���$���4���0 ���&�"���3 ���$���"�&�� �?�4�0 �@���1�
���	�3�?�4�$�� ���# �H���:�����1 �?�4 �l�����&�0���# �µ�•�¹ �Ù�8�0 �����"�������������1
h 2 G(M T )

X

z2Zdnf 0g

� M
� �p (h + M T z) =

X

z2Zdnf 0g

�
1 + kM k2

2kM � T (h + M T z)k2
2

� � p�= 2

=
X

z2Zdnf 0g

�
1 + kM k2

2kM � T h + zk2
2

� � p�= 2

�
X

z2Zdnf 0g

�
1 + kM k2

2




 jzj � 1

21



 2

2

� � p�= 2

�
X

z2Zdnf 0g

 
kM k2

2

4
k2jzj � 1k2

2

! � p�= 2

= kM k� p�
2 2� p�

X

z2Zdnf 0g

k2jzj � 1k� p�
2 �•

�¹�³
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�@�4�2���0�����# �"�	�1�1�3 �1���
�� ���4�
�� �Ù�8�0 �����$ �"���3�?�3���$ �R���!�3�&�0 ���&�"�����$���� �@���1�
���	�3�?�4�$�� ���$���������$�Ž �1�&
�����1�1 ���$�1�����1���#�3 ���&�"���3

X

h2G(M T )

j� M
� (h)cM

h (f � SM f )jq

�
X

h2G(M T )

� M
q� (h)kM k� q�

2 2� q�

 
X

z2Zdnf 0g

kj2zj � 1k� p�

! q=p

�

 
X

z2Zdnf 0g

j� M
� (h + M T z)ch+ M T z(f )jq

!

� k M k� q�
2 2� q�

�
max

h2G(M T )
� M

q� (h)
�  

X

z2Zdnf 0g

kj2zj � 1k� p�

! q=p

�

 
X

h2G(M T )

X

z2Zdnf 0g

j� M
� (h + M T z)ch+ M T z(f )jq

!

� k M kq�
2 
 q

�k�#kM k� q�
2 kf jA �

M ; qk
q�•

�K���� �"���3�?�3�� �m�$���"�����
���4�$�� �����"�3�Ž �����$�$ �Ù�8�0� � 0 ���1�3

max
h2G(M T )

� M
� (h) � (1 + kM k2

2kM � T M T 1
2

1k2
2)�= 2

=
�

1 + kM k2
2
d
4

� �= 2

�•�µ�•�»�ž

� k M k�
2 (1 + d)�= 2�•

�@�"�"�����#�����$�� �@�-�-�0�&�;���#���3���&�$ ���4�0�
�� �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$

�]���3 �����$ �l�����&�0���#���$ �µ�•�¸�Ž �µ�•�¹ �4�$�� �µ�•�º �"�	�1�1�3 �1���
�� �$�4�$ �Ù�8�0 ������ ���"�"�����#�����$�� �@�-�-�0�&�;���#���3���&�$
���&�"�����$���� �@���1�
���	�3�?�4�$�� ���$���������$�• �M�1 �����"�3 �Ù�8�0 �����$f 2 A �

M ; q �#���3 �����0 �K�0�������
�!�1�4�$���"�����
���4�$��
���$ �����0 �����:�����"�������$ �^�&�0�# �����1 �j���4�#���1

kf � LM f k = kf � SM f + SM f � LM SM f + LM SM f � LM f k

� k SM f � LM SM f k + kf � SM f k + kLM (f � SM f )k

�4�$�� �1�&�#���3 ���&�"�����$�����1

�¹�´



�„ �æ�e�e�g�\�r�Q�Y�9�i�Q�\�Z �D�k�g�B�P ���Z�i�G�g�e�\�X�9�i�Q�\�Z

�l�����&�0���# �µ�•�¼�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �#���3kM k2 � 2�Ž �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 A �

M ; q(T
d)

�#���3q � 1�Ž� � � � 0 �4�$��� > d (1 � 1=q) �4�$�� �����$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�"���$�3IM �Ž �����0
������ �-���0���&�����1�
�����$ ���"�"���-�3���1�
�����$ �k�3�0���$���ª�R���;�ª�H�������$���4�$�����$ �����0 �`�0���$�4�$��s �Ù�8�0q; � ���0�Ù�8�"�"�3�•
�K���$�$ �����"�3 �#���3� = min f s; � � � g

kf � LM f jA �
M ; qk � C�

�
� M

kM k2

� �

kf jA �
M ; qk

�#���3

C� :=

(

 �k�R+ 2 + 
 �U�g
 �k�# �����"�"�1� = s�Ž

(1 + d)s+ � � � 
 �k�R+ 2 + 
 �U�g
 �k�# �����"�"�1� = � � � �•

���G�q�G�Q�h�¡�R�8�0� = s �"���1�1���$ �1���
�� �:�������$� M � 1 �4�$��

kf jA � + s
M ;qk � k f jA �

M ;qk

������ �l�����&�0���#�� �µ�•�¸�Ž �µ�•�¹ �4�$�� �µ�•�º �����0���!�3 ���$�:���$�����$�•

�U�1�3� = � � � �Ž �1�& ���1�3 ���$�1�3���"�"�� �����1 �l�����&�0���#�1 �µ�•�¸ �����$�� �@�4�1�1������ ���$ �����0 �^�&�0�# �����?�8���"���
���
�$�&�3�:���$�������• �]���3 �������$�������1���# �l�����&�0���# �4�$�� �����0 �@���1�
���	�3�?�4�$�� ���$ �S�"�����
���4�$�� �•�µ�•�»�ž �����"�3

kSM f � LM SM f jA �
M ; q(T

d)k

� 
 �k�R

�
1

kM k2

� s


 f � M

� + s(h)ch (f )g2G(M T )

�
�`q(G(M T ))






� 
 �k�R max
h2G(M T )

� � + s� � (h)
�

1
kM k2

� s


 f � M

� (h)ch (f )g2G(M T )

�
�`q(G(M T ))






� 
 �k�R(1 + d)s+ � � � kM ks+ � � �
�

1
kM k2

� s


 f

�
�A �

M ;q




 �•

�¹�µ



�¶
�K���� �1�
���$���"�"�� �����1�!�0���3�� �R�&�4�0�����0�ª �4�$��

�s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$

�m�# �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f 2 L2(Td) ���4�� �����# �l�&�0�4�1 ���4�0�
�� �����0�� �R�&�4�0�����0�ª�j�������� �?�4 �����1�
���0�����ª
�����$�Ž �1���$�� �4�$���$���"���
�� �9�����"�� �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck (f )�Žk 2 Zd�Ž �$�&�3�:���$�������• �]���3 �T���"����
�����0 �U�$�3���0�-�&�"���3���&�$ ���4�1 �[���-���3���" �µ �!���$�$f ���4�0�
�� ���$���"���
�� �9�����"�� �l�0���$�1�"���3���Ž �����0���$ �@�$�?�����"
���4�0�
�� �����$ �H���3�0���� �����0 �K���3���0�#���$���$�3��m = j detM j �����$���0 �0�����4�"�	�0���$ �”�k���#�-�"���$���ª�]���3�0���;�–
M �
�����0���!�3���0���1�����0�3 ���1�3�Ž ���-�-�0�&�;���#�����0�3 �:���0�����$�• �K���?�4 ���1�3 ���1 �$�&�3�:���$�������Ž ������ �����1�!�0���3�� �R�&�4�ª
�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �´�•�´�» ���Þ�?�����$�3 �?�4 �����0���
���$���$�• �U�# �����$�����#���$�1���&�$���"���$
�R���"�" �����"�����3 �����0 �I�&�&�"���<�ª�l�4�!���<�ª�@�"���&�0���3���#�4�1 �Ÿ�´�³�  ������ �S�0�4�$���"������ �Ù�8�0 ������ �1�
���$���"�"�� �H���0���
���ª
�$�4�$���• �R�8�0 �����$ �����1�!�0���3���1 �k�����$���" �����0 �\�	�$����n�Ž ���"�1�& ������ �	�/�4�������1�3���$�3 ���4��[� �; � ) �9���0�3�����"�3���$
�g�4�$�!�3��x0; : : : ; xn� 1�Ž ���1�3 ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���$O(n logn) �k�
���0���3�3���$ �����0���
�����$�ª
�����0�• �@�$���"�&�� �"�	�1�1�3 �1���
�� �������1�� �H���0���
���$�4�$�� ���4�� �����$d�ª�����#���$�1���&�$���"���$ �R���"�" �8�����0�3�0�������$�Ž �����ª
�1�
���0���������$ ���4�0�
�� �����$ �1�&�����$���$�$�3���$ �j�&�:�ª�I�&�"�4�#�$�ª�@�"���&�0���3���#�4�1 �Ÿ�´�¹� �•

�K�����1���1 �[���-���3���" �����1�����0�3 ���4�� �����$ ���$ �Ÿ�µ�  �-�0�	�1���$�3�����0�3���$ �j���1�4�"�3���3���$�Ž ������ �������0 �������&�
�� �Ù�8�0 ���"�"�ª
�����#�����$�� �����&�0�3���&���&�$���"�� �H���1���$ �����3�0���
���3���3 �:���0�����$�• �U�# ���0�1�3���$ �@���1�
���$���3�3 �:���0�����$ ������ ���$
�����$���# �]�4�1�3���0P(M ) �9�&�0�"���������$�����$ �j���
���3�4�$�����$ �
�����0���!�3���0���1�����0�3�Ž ���$�1�����1�&�$�����0���Ž �:���� �������ª
�1�� �1���
�� ������ �����0 �M���$�1�
���0�	�$�!�4�$�� ���4�� �l�����"�#�4�1�3���0P(N )�ŽM = JN �Ž �9���0�	�$�����0�$�• �K���?�4 �:���0�ª
�����$ �H���1���$ �Ù�8�0 ������ �]�4�1�3���0 �����$�����Ù�8���0�3�Ž �:���"�
���� ���4�� �����0 �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# ���4�Ù�����4���$�•
�U�# �?�:�����3���$ �@���1�
���$���3�3 �:���0�� �����$ �9���0���"�"�����#�����$���0�3���0 �j�&�:�ª�I�&�"�4�#�$�ª�@�"���&�0���3���#�4�1 �Ù�8�0 ������
�R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M ) �9�&�0�����1�3���"�"�3�• �K���1�1���$ �\���4���?�����3 ���$�3�1�-�0���
���3
�����0 �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �1�
���$���"�"���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�Ž �����$�$ �����0 �@�"���&�0���3���#�4�1 �"�	�1�1�3
�1���
�� �1�& ���#�-�"���#���$�3�����0���$�Ž �����1�1 ���0 �����$�� �[�&�#�-�"���;���3�	�3 �9�&�$O(m logm) �j���
�����$�1�
���0���3�3���$
�����3�• �K���1 �������2�3�Ž �����1�1 ���4�
�� ������ ���$���1�&�3�0�&�-�� �����1�!�0���3�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���Þ�?�����$�3 �����ª
�0���
���$���3 �:���0�����$ �!���$�$�• �K���� �[�&�$�1�3���$�3�� ���$ �����0 �\���4���?�����3 ���	�$���3 ���������� �$���
���3 �9�&�$ �����0 �K���#���$�ª
�1���&�$d�����0 �?�4���0�4�$�����"���������$�����$ �@���3���1�3�-�4�$�!�3�� �����Ž �1���"���1�3 ���# �"���$�����0���$ �@�$�3�����" �����1 �@�"���&�0���3���ª
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�#�4�1 �$���
���3�• �w�4�1�	�3�?�"���
�� �:���0�� ���4�� ������ �]�+���"���
���!�����3���$ �����0 �g���0���"�"���"���1�����0�4�$�� �����$���������$�����$�Ž
������ ���# �S�������$�1���3�? �?�4�# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ �������0 �9�����"�Ù�	�"�3�������0 �1���$���•

�K���� ���$ �@���1�
���$���3�3 �´�•�¸ �����$�����Ù�8���0�3�� �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���1�3 �#���3 �����$���# �	���$�"���
�����$ �@�$�ª
�1���3�? �����0 �H���1���$ �������$�1�& �1�
���$���"�" ���#�-�"���#���$�3�����0�����0�• �s���� ���# �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ �"�	�1�1�3 �1���
��
�����$ �@�"���&�0���3���#�4�1 �����0 �[�&�#�-�"���;���3�	�3O(m) ���$���������$�Ž ���$�1�����1�&�$�����0�� ���1�3 ���4�
�� �������0 ������ �[�&�#�ª
�-�"���;���3�	�3 �����0 �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �4�$�������	�$������ �9�&�$ �����0 �K���#���$�1���&�$d�• �K���?�4 �:���0�� �?�4�$�	�
���1�3
�����$�� �I�����0���!�3���0���1�����0�4�$�� �����0 �j���
���3�4�$�����$ �9�&�0�����$�&�#�#���$�Ž ������ �����1�
���0�������3�Ž �:���� �������1�� �1���
��
�9�&�$ �����$���# �k�!���"�����0�4�$���1�0���4�# �?�4�# �$�	�
���1�3�!�"�����$���0���$ �9���0�	�$�����0�$�•

�¶�•�´ �H���1���$ �Ù�8�0 �]�4�1�3���0 �4�$�� ���0�?���4�����$���� �]���$����

�R�8�0 �����$ �R���"�"d = 1 ���1�3 �1�&�:�&���" �Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0�Ž ���3�:��PI (N ) = f 0; 1
N ; : : : ; N � 1

N g�Ž ���"�1 ���4�
��
�Ù�8�0 ������ ���0�?���4�����$���� �]���$����GI (N ) = f 0; 1; : : : ; N � 1g�����$�� �$���3�8�0�"���
���� �`�0���$�4�$�� �������������$�•
�U�# �]�����0�����#���$�1���&�$���"���$ ���1�3 �������1 �$���
���3 �����0 �R���"�"�Ž �1�
���&�$ �Ù�8�0 ������ �K���€�$���3���&�$ �����0 �R�&�4�0�����0�ª
�]���3�0���;F (M ) ���$ �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�µ�³�ž �:���0�� �����$�� �����"�����������Ž �������0 �����1�3 �����:�	���"�3�� �@�$�&�0���$�4�$��
�����0 �M�"���#���$�3�� �����������0 �]���$�����$P(M )�ŽG(M T ) �9�&�0���4�1�����1���3�?�3�•

�U�# �������1���# �@���1�
���$���3�3 �:���0�� �Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0P(M ) �����$���0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;M 2 Zd� d

�����0 �H�����0���ê �����0 �H���1���1 �����$�����Ù�8���0�3 �4�$�� �#���3 �����1�1���$ �T���"���� �����$�� �I�����0���!�3���0���1�����0�4�$�� �9�&�$ �l�����"�ª
�#�4�1�3���0�$ ���$�������������$�• �@�$���"�&�� ���1�3 �������1 ���4�
�� �Ù�8�0 ������ ���0�?���4�����$���� �]���$����G(M ) �#�+���"���
���Ž
���$�����# ������ ���$�3�1�-�0���
�����$�����$ �R�&�0�#���"�$ �#���3M �#�4�"�3���-�"���?�����0�3 �:���0�����$�• �K���0 �@���1�
���$���3�3 �1�3���"�"�3
�����1�
���"�����2���$�� �Ù�8�0 ������ ���0�?���4�����$���� �]���$����G(M T )�Ž ���"�1�& ���4�1���������$�� �9�&�# �]�4�1�3���0P(M T )
�4�$�� �����0 �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ �#���3 �����0 �]���3�0���;M T �Ž ������ �:���
���3�����1�3���$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �?�4�1���#�#���$�•

�K���€�$���3���&�$ �¶�•�´�•�H���1���1 �����1 �]�4�1�3���0�1P(M )�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �#���3 �����$ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0�$"1; : : : ; "d �����0
�k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# ���4�1 �•�´�•�·�ž �4�$��

dM := jf " i ; " i > 1; i = 1; : : : ; dgj�•

�M���$�� �]���$����f y1 : : : ; ydM
g � P (M ) �������2�3���9�h�Q�h �D�G�h ���k�h�i�G�g�hP(M )�Ž �����"�"�1

���ž �Ù�8�0 ���"�"��i = 1; : : : ; dM �����"�3�Ž �����1�1

min
c2 N

�
c ; cy i 2 Zd	

= "d� dM + i

�4�$��

���ž ������ �r���!�3�&�0���$y1; : : : ; ydM
�"���$�����0 �4�$�������	�$������ �1���$���•
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�…�¡�ƒ ���9�h�G�Z �w�n�g ���k�h�i�G�g �k�Z�D �G�g�v�G�k�N�G�Z�D�G ���G�Z�N�G

�H���#���0�!�4�$�� �¶�•�µ�•
�K���� �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �H���1���1�9���!�3�&�0���$y1; : : : ; ydM

���1�3 �$���
���3 �����$�����4�3�����• �M�;���1�3�����0���$ �?�:���� �������$�ª
�3���1�
���� �M�"���#���$�3���0�3�����"���0"d� dM + i = "d� dM + i+1 > 1�Ž �1�& ���1�3 ���4�
�� ������ �]���$���� �#���3 �9���0�3���4�1�
���ª
�3���$y i ; y i +1 �����$�� �H���1���1 �����1 �]�4�1�3���0�1P(M )�•

�K���� �@�$�?�����"dM �9�&�$ �$���
���3�3�0���9�����"���$ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0�$ �������2�3 �K���#���$�1���&�$ �����1 �]�4�1�3���0�1P(M )�•
�K���� �K���#���$�1���&�$dM ���1�3 �������$�3���1�
�� �?�4�# �H�����0���ê �����1 �j���$���1 �����1 �9�&�$f y1; : : : ; ydM

g ���4�������ª
�1�-���$�$�3���$ �S���3�3���0�1 �Ÿ�¸�·�Ž �k�• �´�¶�  �•

�\���#�#�� �¶�•�¶�•
�S�����������$ �1�������$ �����$�� �H���1���1f y1; : : : ; ydM

g �4�$�� �?�:���� �9���0�1�
�����������$�� �[�&���Þ�?�����$�3���$�ª�r���!�3�&�ª
�0���$� = ( � 1; : : : ; � dM )T ; � = ( � 1; : : : ; � dM )T �Ž ���• ���•

� i ; � i 2 f 0; 1; : : : ; "d� dM + i � 1g; �Ù�8�0i = 1; : : : ; dM �Ž

�4�$��� j 6= � j �Ù�8�0 �#���$�����1�3���$�1 �����$j 2 f 1; : : : ; dM g�• �K���$�$ �����"�3

dMX

i =1

� i y i

�
�
�
�
�
P(M )

6=
dMX

i =1

� i y i

�
�
�
�
�
P(M )

�•

���G�q�G�Q�h�¡�@�$�����$�&�#�#���$ ���1 �����"�3 �S�"�����
���������3�• �K���$�$ �"���������$ ���������� �k�4�#�#���$ ���$ �����0 ���"�����
�����$
�[�&�$���0�4���$�?�!�"���1�1�� ���?���"�•mod Ed�• �R�8�0 ������ �K���ê���0���$�? �����0 �����������$ �k�4�#�#���$ �����"�3 ���"�1�&

dMX

i =1

(� i � � i )y i 2 Zd�•

�^�4�$ ���1�3 �Ù�8�0j 2 f 1; : : : ; dM g �#���3� j 6= � j �������&�
��0 < j� j � � j j < " d� dM + j �4�$�� �1�&�#���3
(� i � � i )y i =2 Zd�• �w�4�1���#�#���$ �#���3 �����0 �"���$�����0���$ �m�$�������	�$�������!�����3 �����0 �H���1���1�9���!�3�&�0���$ ���1�3
�������1 �����$ �s�������0�1�-�0�4�
���•

�K���� �@�$�?�����" �4�$�3���0�1�
���������"���
�����0 �M�"���#���$�3���Ž ������ �$���
�� �������1���# �\���#�#�� ���;���1�3�����0���$�Ž ���1�3"1"2 �
: : : � "d = m = j detM j�• �@�4�1���������$�� �9�&�$ �����$���0 �H���1���1f y1; : : : ; ydM

g �����1 �]�4�1�3���0�1P(M )
���1�3 ������ �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �M�"���#���$�3�� ���4�0�
�� ������ �"���;���!�&���0���€�1�
���� �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �U�$�����?���1�Ž �����ª
�?�����
���$���3 �#���3 �����0 �k�
���0�������:�����1��

P(M ) =

0

@
dMX

j =1

� j y j

�
�
�
�
�
P(M )

1

A

" d� dM +1 � 1;:::;" d � 1

(� 1 ;:::;� dM )= 0

�Ž �•�¶�•�´�ž
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���4�� �����0 �]���$����EM = f 0; 1; : : : ; "d� dM +1 � 1g � � � � � f 0; 1; : : : ; "d � 1g �����0 �U�$�����?���1
�#�+���"���
���•

�H�����1�-�����" �¶�•�·�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �w���0�"�����4�$��M = QER �����0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;M 2 Zd� d ���$ �k�#���3���ª
�^�&�0�#���"���&�0�#�Ž �9���"�• �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�• �s�����3���0 �1�������$ ������ �r���!�3�&�0���$y j �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

y j := R � 1 1
"d� dM + j

ed� dM + j ; j = 1; : : : ; dM �•

�K�����1�� �1���$�� �"���$�����0 �4�$�������	�$�������Ž ����R � 1 �0�����4�"�	�0 ���1�3 �4�$�� �1�&�#���3 �����0���$ �k�-���"�3���$ �"���$�����0 �4�$�����ª
���	�$������ �1���$���• �k���� ���0�Ù�8�"�"���$ �������&�
�� ���4�
�� �l�����" ���ž �����0 �K���€�$���3���&�$ �¶�•�´�Ž �����$�$R � 1 2 Zd� d�• �k�&�#���3
���1�3f y1; : : : ; ydM

g �����$�� �H���1���1 �����1 �]�4�1�3���0�1P(M )�•

�s�������$ j detQj = 1 ���1�3 �$���
�� �[�&�0�&�"�"���0 �´�•�·

�( M ) = �( ER ) =
�

y ; ERy 2 Zd	 �= �( E) =
�

x ; Ex 2 Zd	
�Ž

�:�&������� : �( ER ) ! �( E); � (y) = Ry �����$ �U�1�&�#�&�0�-�����1�#�4�1 �?�:���1�
�����$ �����$ �S���3�3���0�$
�( M ) �4�$���( E) �����1�
���0�������3�• �K���� �����1�3���4�
���3���$ �M���$�������3�1�9���!�3�&�0���$

1
"d� dM + j

ed� dM + j ; j = 1; : : : ; dM ;

�����"�����$ �&�ê���$�1���
���3�"���
�� �����$�� �H���1���1 �����1 �]�4�1�3���0�1PI (E)�• �K���� �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3��
y 2 P(M ) �8�����0 ������ �U�$�����?���1 ���$ �•�¶�•�´�ž �"�	�1�1�3 �1���
�� ���"�1�& ���4�
�� �8�����0 ������ �U�1�&�#�&�0�-������ �?�4P(E)
���$�3���0�-�0���3�����0���$�•

�M���$�� �1�&�"�
���� �H���1���1 �����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) ���	�$���3 �������&�
�� �$���
���3 �9�&�$ �����0 �]���3�0���;M �����Ž �1�&�$�����0�$
���1�3 �Ù�8�0 ���$�����0�� �]���3�0���?���$�Ž ������ �����1 ���"�����
���� �S���3�3���0�( M ) ���0�?���4�����$�Ž �������$�1�& �����$�� �H���1���1�• �K�����1
�?�������3 �����1 ���&�"�����$����

�\���#�#�� �¶�•�¸�•
�S�����������$ �1�������$ �?�:���� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$M 1; M 2 2 Zd� d�Ž ������ �����1 ���"�����
���� �S���3�3���0 ���0�?���4�����$�Ž
���• ���• ���1 �����"�3�( M 1) = �( M 2)�Ž �4�$�� �����$�� �H���1���1f y1; : : : ; ydM 1

g �����1 �]�4�1�3���0�1P(M 1)�• �K���$�$
���1�3f y1; : : : ; ydM 1

g ���4�
�� �����$�� �H���1���1 �9�&�$P(M 2)�•

���G�q�G�Q�h�¡�K�� ������ �����������$ �]���3�0���?���$M 1 �4�$��M 2 �����1 ���"�����
���� �S���3�3���0 ���0�?���4�����$�Ž ���;���1�3�����0�3 �$���
��
�[�&�0�&�"�"���0 �´�•�· �����$�� �]���3�0���;J 2 Zd� d �#���3j det Jj = 1�Ž �Ù�8�0 ������M 1 = JM 2 �����"�3�• �k����M 2 =

�¹�¹
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QER �����$�� �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# �9�&�$M 2�Ž �����$�$ ���1�3M 1 = JQER �����$�� �k�#���3���ª�^�&�0�#���"�ª
���&�0�# �9�&�$M 1�Ž �����$�$JQ 2 Zd� d �#���3j det JQ j = 1�• �K���� �M�"���#���$�3���0�3�����"���0"1; : : : ; "d �����������0
�]���3�0���?���$ �4�$�� ������ �K���#���$�1���&�$ �����0 �]�4�1�3���0dM 1 = dM 2 �1���$�� ���"�1�& �������$�3���1�
���• �K���� �]���$���� �����0
�H���1���1�9���!�3�&�0���$f y1; : : : ; ydM 1

g���0�Ù�8�"�"�3 ���"�1�& ������ �K���€�$���3���&�$ �¶�•�´ �4�$�� ���1�3 �1�&�#���3 �����$�� �H���1���1 �����1
�]�4�1�3���0�1P(M 2)�•

�K���€�$���3���&�$ �¶�•�¹�•�H���&�0�3���&���&�$���"�� �H���1���$�ž�•
�S�����������$ �1�������$ ������ �H���1���$f y1; : : : ; ydM

g �����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) �4�$��f h1; : : : ; hdM g �����0 ���0�ª
�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T )�• �k���� �������2���$�A�Q�\�g�i�P�\�N�\�Z�9�X�Ž �����"�"�1
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" d� dM + i
mod 1 �����"�"�1i = j �Ž

0 mod 1 �1�&�$�1�3�•

�H�����1�-�����" �¶�•�º�•
�K�4�0�
�� �@�$�:���$���4�$�� �����0 �U������ ���4�1 �H�����1�-�����" �¶�•�· ���4�� ������ �3�0���$�1�-�&�$�����0�3�� �]���3�0���;M T �#���3 �����0
�k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�#M T = RT EQ T ���0�������3 �1���
��

y0
j = Q � T " � 1

d� dM + j ed� dM + j ; j = 1; : : : ; dM ;

���"�1 �H���1���1 �Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0P(M T )�• �K�4�0�
�� �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ �#���3M T ���0���	�"�3 �#���$ ������ �H���1���1
f h1; : : : ; hdM g �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T ) �#���3

h j = RT ed� dM + j ; j = 1; : : : ; dM �•

�\���#�#�� �¶�•�»�•
�K���� �H���1���$f y1; : : : ; ydM

g � P (M ) �4�$��f h1; : : : ; hdM g � G (M T ) ���4�1 �����$ �H�����1�-�����"���$ �¶�•�·
�4�$�� �¶�•�º �1���$�� �����&�0�3���&���&�$���"�•

���G�q�G�Q�h�¡�R�8�0 �����"������������i; j 2 f 1; : : : ; dM g �����"�3

yT
i h j =

�
RT ed� dM + j
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R � 1 1

"d� dM + i
ed� dM + i =

1
"d� dM + i

eT
d� dM + j ed� dM + i �•

�¶�•�µ �K���� �1�
���$���"�"�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$

�K���� �H���1���$ ���4�1 �@���1�
���$���3�3 �¶�•�´ �:���0�����$ ���# �R�&�"�����$�����$ �9���0�:���$�����3�Ž �4�# �����$�� �1�
���$���"�"�� �R�&�4�ª
�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M ) ���$�?�4���������$�• �K�����1���0 �@�"���&�0���3���#�4�1 �9���0���"�"�����ª
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�#�����$���0�3 ������ �1�
���$���"�"�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�1 �Ÿ�¶�¸�Ž �¶�¹� �• �U�$ �Ÿ�¶�¹�  �����1�����0�3 ������ �l�0���$�1���&�0�ª
�#���3���&�$ ���4�� �����$���0 �����"�������������$ �R���!�3�&�0���1�����0�4�$�� �����0 �]���3�0���;�Ž ���"�"���0�����$���1 �!�&�$�?���$�3�0�����0�3 �1���
��
�����0 ���# �R�&�"�����$�����$ �-�0�	�1���$�3�����0�3�� �@�$�1���3�? ���4�� ������ �r���0�:���$���4�$�� �����$���0 �w���0�"�����4�$�� �#���3�3���"�1
�����0 �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# �•�´�•�·�ž�• �K�����1�� �:���0�� ���4�
�� ���$ �Ÿ�¶�¸�  �9���0�:���$�����3�Ž �������&�
�� �!���$�$ ���4�0�
��
������ �r���0�:���$���4�$�� �����&�0�3���&���&�$���"���0 �H���1���$ �Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0 �4�$�� ������ ���0�?���4�����$���� �]���$���� ���4��
������ ���&�0�3 ���0�:�	���$�3�� �m�#�1�&�0�3�����0�4�$�� �9���0�?���
���3���3 �:���0�����$�•

�U�$ �����$���# ���"�"�����#�����$���0���$ �@�$�1���3�? �:���0�� ���$ �Ÿ�´�  ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �Ù�8�0 �������"�1�
����
�S�0�4�-�-���$ �4�$�� �����0���$ �I�����0���!�3���0�� �9�&�0�����1�3���"�"�3�• �U�# �S�������$�1���3�? �?�4 �������1���0 �����$���0���"�"���0���$ �T���0�ª
���$���������$�1�:�����1�� ���0�#�+���"���
�����$ ������ �1�-���?�����"�"���$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����0 �]�4�1�3���0 �����$�� �U�#�-�"���#���$�ª
�3�����0�4�$���Ž ������ ���4�� �@�0�0���<�1 ���0�������3���3�• �w�4�1�	�3�?�"���
�� �:���0�� ���1 �#���3 �����# ���# �R�&�"�����$�����$ �-�0�	�1���$�3�����0�ª
�3���$ �@�4�Ù�����4 �#�+���"���
���Ž ���4�� ������ �g���0���"�"���"���1�����0�4�$�� �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1 �����$�?�4���������$�• �K�����1 �:���0��
�����1�
���"�����2���$�� ���$ �����$���# �H�����1�-�����" ���"�"�4�1�3�0�����0�3�•

�r���0�#�������4�$�� �����0 �m�#�1�&�0�3�����0�4�$��

�@�4�1 �����0 �S�"�����
���4�$�� �•�´�•�µ�´�ž ���&�"���3 �����0�����3�1�Ž �����1�1 �1���
�� �#���3 �����$���# �9�&�0�����0�������$ �4�$�� �����$���# �$���
���ª
�����1�3���"�"�3���$ �m�#�1�&�0�3�����0�4�$���1�1�
���0���3�3 ���$ �R�&�0�# �����0 �g���0�#�4�3���3���&�$�1�ª�]���3�0���?���$Py ; Ph ������ �R�&�4�ª
�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �#���3 �����# �j�&�:�ª�I�&�"�4�#�$�ª�@�"���&�0���3���#�4�1 �0�����"���1�����0���$ �"�	�1�1�3�• �K�����1 �1�&�"�"
���# �R�&�"�����$�����$ ���4�0�
�� ������ �H���1���$ �?�4

F (M ) = F " d� dM +1 
 F " d� dM +2 
 � � � 
 F " d �•�¶�•�µ�ž

�9���0�����$�����
���3 �:���0�����$�Ž �:�&������ ������ ���0�1�3���$ �R���!�3�&�0���$F " 1 ; : : : ;F " d� dM
���# �[�0�&�$���
�!���0�ª�g�0�&���4�!�3

�:���������"�"���$�Ž ����F1 = e0 = 1 ���1�3�• �K���?�4 �1�������$

�
y1; : : : ; ydM

	
� P (M ) �4�$��

�
h1; : : : ; hdM

	
� G (M T )

�H���1���$ �����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) �4�$�� �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T )�• �K���1 ���&�"�����$���� �l�����&�0���#
�������3 �$�4�$ �����$�0�����
�����$���� �4�$�� �$�&�3�:���$�������� �H�������$���4�$�����$ ���$�Ž �4�$�3���0 �����$���$ ������ �"���;���!�&���0���ª
�-�����1�
�����$ �@�$�&�0���$�4�$�����$

P(M ) =

0

@
dMX

j =1

� j y j
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�
�
�
�
P(M )

1

A

� 2EM

�4�$�� G(M T ) =

0

@
dMX

j =1

� j h j

�
�
�
�
�
G(M T )

1

A

� 2EM

�•�¶�•�¶�ž

�#���3� = ( � 1; : : : ; � dM )T �4�$��� = ( � 1; : : : ; � dM )T ������ �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�µ�ž ���0�Ù�8�"�"���$�• �K�����1 �9���0�ª
���"�"�����#�����$���0�3 �����1 �l�����&�0���# �´ ���4�1 �Ÿ�µ�  ���������$���������$���Ž �����1�1 ������ �@�4�1�1������ �Ù�8�0 �����$ �����"�������������1
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�g�����0 �����&�0�3���&���&�$���"���0 �H���1���$ �����"�3 �4�$�� ���4�2���0�����# ���$ �k�3���"�"�� �����0 �U�#�-�"���!���3���&�$ �����$�� �E�/�4���9���ª
�"���$�? �1�3�����3�•

�l�����&�0���# �¶�•�¼�•�H���1���$ �Ù�8�0 �����1 �[�0�&�$���
�!���0�ª�g�0�&���4�!�3�ž�•
�s���0�����$ ������ �@�$�&�0���$�4�$�����$ ���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�¶�ž �?�4�0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;
F (M ) �9���0�:���$�����3�Ž �1�& �����"�3 ������ �S�"�����
���������3 ���$ �•�¶�•�µ�ž �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$ ������ �?�:���� �H���1���$

f y1; : : : ; ydM
g �4�$��f h1; : : : ; hdM g

�����&�0�3���&���&�$���" �1���$���•

���G�q�G�Q�h�¡�K���0 �H���:�����1 ���&�"���3 ���4�0�
�� �U�$���4�!�3���&�$ �8�����0dM �‘

�R�8�0dM = 1 ���1�3 ���$ �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�µ�ž ������ �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F (M ) = F " d �Ž �����$�$ ���1 �����"�3" j = 1
�Ù�8�0j = 1; : : : ; d� 1�• �K���� �k�4�#�#���$ ���$ �•�¶�•�¶�ž �����1�3�������$ ���4�1 �$�4�0 �����$���# �l���0�#� 1y1 ���?�:�•� 1h1�•
�K���#���3 �����"�3 ������ �S�"�����
���������3 �����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���?���$ �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$yT

1 h1 � " � 1
d mod 1

���0�Ù�8�"�"�3 ���1�3�•

�k����dM > 1 �4�$�� �$���
�� �U�$���4�!�3���&�$�1�9�&�0���4�1�1���3�?�4�$�� �����"�3�� �l�����&�0���# �¶�•�¼ �Ù�8�0 ���"�"�� �R�&�4�0�����0�ª
�]���3�0���?���$ �����1 �?�4�0 �]�4�1�3���0�����#���$�1���&�$dM � 1�• �s�����3���0 �1�������$ ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���$ �����0 �H���1���1�ª
�w���0�"�����4�$��� 1; : : : ; � dM � 1 �4�$��� 1; : : : ; � dM � 1 �#���30 � � j ; � j < " d� dM + j �Žj = 1; : : : ; dM � 1�Ž
�����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3 �4�$�� ���1 �����?�����
���$��

c =
1

p
"d� dM +1 � : : : � "d� 1

exp

 

� 2� i
dM � 1X

j =1

� j " � 1
d� dM + j � j

!

�•

�K���� �m�$�3���0�#���3�0���; �9�&�$F (M )�Ž ������ �Ù�8�0 �������1�� �����1�3���$ �s���0�3�� �����0 �M�"���#���$�3��

x l =
dMX

j =1

� j y j

�
�
�
�
�
P(M )

; l = � dM = 0; : : : ; "d � 1;

�4�$��

zk =
dMX

j =1

� j h j

�
�
�
�
�
G(M T )

; k = � dM = 0; : : : ; "d � 1;
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m
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e� 2� izT
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1
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m

0
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dMP

j =1
� j h j

! T  
dMP

j =1
� j y j

! 1

C
A

" d � 1

k;l =0

=
c

p
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�
e� 2� ikhT

dM
ly dM

� " d � 1

k;l =0
= cF " d

�•�¶�•�·�ž

�����1�
���0���������$ �:���0�����$�• �K���� �"���3�?�3�� �S�"�����
���������3 �����"�3 �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$ ������ �����������$ �H���1���1�9���!�ª
�3�&�0���$hdM �4�$��ydM

������ �H���&�0�3���&���&�$���"���3�	�3 ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �¶�•�¹ ���0�Ù�8�"�"���$�•

�k�&�#���3 ���1�3 ������ �l�����"�#���3�0���; �9�&�$F (M )�Ž ������ �9�&�$ �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3���$ �H���1���1�ª�[�&���Þ�ª
�?�����$�3���$� 1; : : : ; � dM � 1; � 1; : : : ; � dM � 1 ���0�?���4���3 �:���0���Ž �����$���4 �����$�$ �������$�3���1�
�� �?�4F " d �Ž �:���$�$
������ �����:�����"�1 �"���3�?�3���$ �H���1���1�ª�r���!�3�&�0���$ �����&�0�3���&���&�$���" �1���$���• �K�����1�� �]���3�0���?���$F " d �1�3���"�"���$ �����$
�"���3�?�3���$ �R���!�3�&�0 �����1 �[�0�&�$���
�!���0�ª�g�0�&���4�!�3���1 ���$ �•�¶�•�µ�ž �����0�• �K���0 �r�&�0�����!�3�&�0c ���$�3�1�-�0���
���3 �����$���#
�M�"���#���$�3 �����1 �����1���#�3���$�Ž �����9�&�0 �1�3�������$�����$ �g�0�&���4�!�3���1F " d� dM +1 
 � � � 
 F " d� 1 �• �R�8�0 �������1���1
�[�0�&�$���
�!���0�ª�g�0�&���4�!�3 �����"�3 �l�����&�0���# �¶�•�¼ �$���
�� �U�$���4�!�3���&�$�1�9�&�0���4�1�1���3�?�4�$���•

�K���� �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�µ�ž ���1�3 �����$���4 �����$�$ ���0�Ù�8�"�"�3�Ž �:���$�$ ������ �"���;���!�&���0���-�����1�
�����$ �@�$�&�0���$�4�$�����$
�����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) �4�$�� �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T ) ���$ �•�¶�•�¶�ž �9�&�$ �����$���# �g�����0 �����&�0�ª
�3���&���&�$���"���0 �H���1���$ �1�3���#�#���$�•

�K���0 �@�"���&�0���3���#�4�1

�K���� �l���
���$���!���$ �����0 �1�
���$���"�"���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�1 �Ÿ�´�³�  �"���1�1���$ �1���
�� �$�4�$ ���$�:���$�ª
�����$�• �S�����������$ �1���� �����$�� �H���1���1f y1; : : : ; ydM

g �����1 �]�4�1�3���0�1P(M )�• �K���$�$ ���;���1�3�����0�3 �Ù�8�0 ���������1
y 2 P(M ) �����$�� �����$�����4�3������ �K���0�1�3���"�"�4�$���Ž ���"�1�&

9! � 2 EM : y =
dMX

k=1

� ky k

�
�
�
�
�
P(M )

�•

�K���#���3 ���1�3 �Ù�8�0 �����$���$ �K���3���$�9���!�3�&�0b = ( by )y 2P(M ) �Ž �����0 ���"�1 �r���!�3�&�0 �����0 �@���3���1�3�:���0�3�� �����$���0
�R�4�$�!�3���&�$f ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M ) �9���0�1�3���$�����$ �:���0�����$ �!���$�$�Ž ���4�
�� �����$�� �@���0���1�1�����0�4�$��
���$ �����$ �H���1���1�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$b = ( b� )� 2EM

�#�+���"���
���• �r���0�!�8�0�?���$�� �����?�����
���$��

G := F " d� dM +1 
 F " d� dM +2 
 � � � 
 F " d� 1 2 Cn� n �Ž n = m
" d

�Ž

�º�³
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������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �����?�8���"���
�� �����0 �H���1���1�ª�r���!�3�&�0���$y1; : : : ; ydM � 1�• �K���� �R�&�4�0�����0�ª
�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �����?�8���"���
�� �����0 �"���;���!�&���0���-�����1�
�����$ �@�$�&�0���$�4�$�� �����0 �w�����"���$ �4�$�� �k�-���"�3���$
�����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���; �"�	�1�1�3 �1���
�� �1�
���0���������$ ���"�1

b̂ = ( G 
 F " d ) b

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

G1;1F " d G1;2F " d � � � G1;nF " d

G2;1F " d G2;2F " d � � � G2;nF " d

�•�•�•
�•�•�•

Gn;1F " d Gn;2F " d � � � Gn;n F " d

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

b(0;0;:::;0)
�•�•�•

b(0;0;:::;" d � 1)

b(0;:::;0;1;0)
�•�•�•

b(0;:::;0;1;" d � 1)

b(0;:::;0;2;0)
�•�•�•

b(" 1 � 1;" 2 � 1;:::;" d � 1)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

�•
�•�¶�•�¸�ž

�K���� �H���0���
���$�4�$�� �!���$�$ �1�& ���$ �?�:���� �l�����"�� �?���0�"�����3 �:���0�����$�• �w�4�$�	�
���1�3 �:���0�� �����1 �]���3�0���;�ª�r���!�ª
�3�&�0�ª�g�0�&���4�!�3

F " d

�
b(� 1 ;:::;� dM )

� " d � 1

� dM =0

�Ù�8�0 �����1�3�� �s���0�3��� 1; : : : ; � dM � 1 �����0���
���$���3�• �^���
�� �������1���0 �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�� �����$
�H�"�+�
�!���$ ���1�3 ������ �?�:�����3�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �����$�� �r���0�1�
�����
���3���"�3���Ž �����$�$ �Ù�8�0 ���������$ �s���0�3
� dM = 0; : : : ; "d � 1 �!���$�$ �������0 ������ �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ �#���3G�����0���
���$���3 �:���0�����$�• �K�����1�� �@�4���ª
�3�����"�4�$�� �:���0�� �1�&�"���$���� ���&�0�3�����1���3�?�3�Ž �����1G �����0 �!�"���1�1���1�
�����$ �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���;F " d� dM +1 ���$�3�ª
�1�-�0���
���3�• �K�����1�� �����1���#�3�� �H���0���
���$�4�$���Ž ������ ���$ �@�"���&�0���3���#�4�1 �¶�•�´ ���"�1 �]���3�����#���3���
���ª�i�4���"�"�3���;�3
�0�����"���1�����0�3 ���1�3�Ž �:���0�� ���"�1�&�Ž ���$���"�&�� �?�4�0 �U�$���4�!�3���&�$ ���# �H���:�����1 �?�4 �l�����&�0���# �¶�•�¼�Ž ���"�1 �j���!�4�0�1���&�$
�4�#�����1���3�?�3�• �U�$�1�����1���#�3 �Ù�8���0�3 ������ �@�$���"�<�1�� �?�4 �����$���0 �\���4���?�����3�Ž ������ ���# ���&�"�����$�����$ �l�����&�0���#
�����1�3���������"�3���$ ���1�3�•

�l�����&�0���# �¶�•�´�³�•�[�&�#�-�"���;���3�	�3 �����0 �R�R�l ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M )�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �]���3�0���;M 2 Zd� d �#���3m = j detM j > 0�• �K���$�$ �!���$�$ ������ �R�&�4�0�����0�ª
�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M ) �#���3�3���"�1 �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�¸�ž ���$O(m logm) �k�
���0���3�3���$
�����0���
���$���3 �:���0�����$�•

���G�q�G�Q�h�¡�S�����������$ �1���� �����$�� �����"������������ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �����0 �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �1�
���$���"�"���$
�R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�• �H���!���$�$�3���0�#���2���$ ���1�3 �����$ �1�&�"�
�����0 �@�"���&�0���3���#�4�1 �Ù�8�0 �����$���$ �K���ª
�3���$�9���!�3�&�0 �����0 �\�	�$����k �#���3 �����0 �[�&�#�-�"���;���3�	�3 �9�&�$c�R�R�lk logk + O(k) �k�
���0���3�3���$�Žc�R�R�l2 R�Ž
�����0���
�����$�����0�•
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�@�"���&�0���3���#�4�1 �¶�•�´�•�K���� �R�R�l ���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M )�•
�´ �6�Q�m�`�B�2�`�P�M�S���i�i�2�`�M�(" �n�- �#�n�) �,�4�"�H�Q�+�F�(�&�?���i�#�'�-
�µ �W" = ( " i )

dM
i =1 �, �p�2�+�i�Q�` �+�Q�M�i���B�M�B�; �i�?�2 �2�H�2�K�2�M�i���`�v �/�B�p�B�b�Q�`�b �Q�7M

�¶ �W �#�, �p�2�+�i�Q�` �Q�7 �B�M�T�m�i �p���H�m�2�b �;�B�p�2�M ���bb = ( b� ) � 2 EM

�· �W
�¸ �W �?���i�#�, �h�?�2�6�Q�m�`�B�2�`�i�`���M�b�7�Q�`�Kb̂ = F (M )b
�¹ �A�7�(�G�2�M�;�i�?�(" �) �4�4 �R�-�_�2�i�m�`�M�(�6�Q�m�`�B�2�`�(�#�)�)�c
�º �W �S�2�`�7�Q�`�K �i�?�2 �i�`���M�b�7�Q�`�K�b �Q�M �#�H�Q�+�F�b �Q�7 �b�B�x�2"d

�» �.�Q �(
�¼ �?���i�# �(�(�&� 1; : : : ; � dM � 1 �'�-���H�H�)�) �4�6�Q�m�`�B�2�`�(�#�(�(�&� 1; : : : ; � dM � 1 �'�-���H�H�)�)�)�c

�´�³ �- �&� 1�-�R�-"1�'�-: : :�-�&� dM �-�R�-"dM � 1�' �)�c
�´�´ �W �S�2�`�7�Q�`�K �i�`���M�b�7�Q�`�K �Q�M �i�?�2 �}�`�b�idM � 1 �+�v�+�H�2�b �`�2�+�m�`�b�B�p�2�H�v �Q�M �B�M�i�2�`�H�2���p�2�/ �#�H�Q�+�F�b
�´�µ �.�Q �(
�´�¶ �W �b�2�+ �/�2�M�Q�i�2�bdM � 1 �i�B�K�2�b �i�?�2 �i�2�`�K���H�H
�´�· �?���i�# �(�( �b�2�+ �-� �)�) �4 �6�Q�m�`�B�2�`�P�M�S���i�i�2�`�M�(�&"1; : : : ; "dM � 1 �'�-�?���i�#�(�(�b�2�+�-� �)�)�)�c
�´�¸ �- �&� �-�R�-"dM �' �)�c
�´�¹ �_�2�i�m�`�M�(�?���i�#�)�c
�´�º �)�c

�K���$�$ ���&�"���3 �-���0 �U�$���4�!�3���&�$ �8�����0dM �‘ �K���0 ���0�1�3�� �k�
���0���3�3 �����1�3�����3 ���4�1 �����0 �H���0���
���$�4�$�� �����0
�R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$

F " d

�
b(� 1 ;:::;� dM )

� " d � 1

� dM =0

�Ù�8�0 �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3��� 1; : : : ; � dM � 1; 0 � � i < " d� dM + i �• �K�����1 �4�#�����1�1�3n :=
"1 � : : : � "d� 1 �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �����0 �M���$�����������0�+�2��k = "d�Ž ������ �����:�����"�1 �9�&�$ �����0
�[�&�#�-�"���;���3�	�3c�R�R�l"d log"d + O("d) �1���$���•

�U�# �?�:�����3���$ �k�
���0���3�3 �:���0�����$ ������ �9���0�1�
�����
���3���"�3���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ ���4�0�
�������ª
�Ù�8���0�3�‘ �R�8�0 ���������$ �s���0�30 � � dM < " d �:���0�� �����$�� �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �#���3 �����0 �]���3�0���;G 2 Cn� n

�����0���
���$���3�Ž �9�&�$ �����$���$ �������� �$���
�� �U�$���4�!�3���&�$�1�9�&�0���4�1�1���3�?�4�$��c�R�R�ln logn + O(n) �j���
�����$�ª
�1�
���0���3�3�� �����$�+�3�����3�• �K�����1 �Ù�8���0�3 ���$�1�����1���#�3 ���4��

n (c�R�R�l"d log"d + O("d)) + "d (c�R�R�ln logn + O(n))

= c�R�R�ln" d log"d + O(m) + c�R�R�ln" d logn + O(m)

= c�R�R�lm (log "d + log n) + O(m)

� c�R�R�lm logm + O(m)�•

�M���$ �s���0�3 �Ù�8�0 ������ �[�&�$�1�3���$�3��c�R�R�l���4�1 �����# �9�&�0�������$ �H���:�����1 �€�$�����3 �1���
�� �#���3c�R�R�l= 34
9 �S�"�����3�ª

�!�&�#�#���ª�j���
�����$�&�-���0���3���&�$���$ ���$ �Ÿ�µ�·� �•

�º�µ
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�K���0 �H���:�����1 �?�������3 ���4�2���0�����# ������ �]�+���"���
���!�����3���$ �����0 �g���0���"�"���"���1�����0�4�$�� �����0 �#�����0�����#���$�ª
�1���&�$���"���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�Ž �:���"�
���� �1���
�� ���4�1 �����0 �k�3�0�4�!�3�4�0 �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1 ���0�����ª
�����$�‘ �U�# ���0�1�3���$ �k�
���0���3�3 �:���0�����$n �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �����0 ���"�����
�����$ �S�0�+�2��k = "d ���4�0�
�������ª
�Ù�8���0�3�• �K�����1�� �:���0�����$ ���4�� �$���
���3 �8�����0�"���-�-���$�����$ �H�"�+�
�!���$ �9�&�$b �����0���
���$���3�• �K�����1 �����"�3 �������$�ª
�1�& �Ù�8�0 �����$ �?�:�����3���$ �k�
���0���3�3�Ž �����$�$ ���4�
�� ������ ���&�0�3 ���4�0�
�������Ù�8���0�3���$"d �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$
���0�������3���$ ���4�� �$���
���3 �8�����0�"���-�-���$�����$ �H�"�+�
�!���$�• �M�1 ���1�3 ���"�1�& ���$ �����������$ �k�
���0���3�3���$ �#�+���"���
���Ž �����ª
�:�����"�1 �����$�� �k�U�]�K�ª�U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �:���� ���$ �Ÿ�´�»�  �?�4 �9���0�:���$�����$�• �w�4�1�	�3�?�"���
�� �!���$�$ ���$ �����$
�����$�?���"�$���$ ���4�Ù�3�0���3���$�����$ �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �����$�� �:�����3���0�� �g���0���"�"���"���ª
�1�����0�4�$�� �����$�����1���3�?�3 �:���0�����$�Ž �:���$�$ �������1�� �1�& ���0�&�2 �1���$���Ž �����1�1 �����0 �U�$���3�����"���1�����0�4�$���1�ª�`�9���0�ª
�������� �#�����0���0���0 �[���0�$�� �$���
���3 �����$ �S���:���$�$ �����0 �g���0���"�"���"���1�����0�4�$�� ���4�Ù�������3�•

�H�����1�-�����"

�R�8�0 �9���0�1�
�����������$�� �]�4�1�3���0P(M ) �����0 ���"�����
�����$ �@�$�?�����"m = jP(M )j = j detM j ���$ �g�4�$�!�ª
�3���$ ���# �R���"�"d = 2 �"�	�1�1�3 �1���
�� ���$ �����0���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �����3�0���
���3���$�Ž �:���"�
�����$
�M���$�•�4�1�1 ������ �w���0�"�����4�$�� �•�¶�•�¸�ž ���4�� ������ �\���4���?�����3 �����3�• �K���� �]�4�1�3���0 �"���1�1���$ �1���
�� �$���
�� �����0���0 �]�4�1�ª
�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �´�•�¹ ���0�4�-�-�����0���$�Ž �1�& �����1�1 ���1 �Ù�8�0 ������ �\���4���?�����3���$ �����$�8���3�Ž �"���ª
�������"���
�� �����$���$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$ ���������0 �S�0�4�-�-���Ž �$�	�#�"���
�� ������ �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�# �1���"���1�3�Ž �?�4
�����3�0���
���3���$�• �K���� �@�$�?�����" �������1���0 �]�4�1�3���0 �:���0�� ���$ �Ÿ�µ�¼�Ž �\���#�#�� �µ�•�¹�  �����1�
���0���������$�• �U�$�1�����1���#�3
�1���$�� ������ �]�4�1�3���0�$�&�0�#���"���&�0�#���$ �9�&�$ �����0 �R�&�0�#

M =
�

l i
0 k

�
�#���3m = kl; k; l 2 N+ �4�$��0 � i < k �Ž �•�¶�•�¹�ž

�:�&������ ������ �4�$�3���0�1�
���������"���
�����$ �w�<�!�"���$ ���$ �����$ �M�"���#���$�3���0�3�����"���0�$"1; "2 ���4�Ù�3�0���3���$�Ž �:���$�$i
���"�"�� �l�����"���0 �9�&�$k ���4�0�
���"�	�4�Ù�3�•

�K���� �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �Ù�8�0 �������1���1 �H�����1�-�����" �����1�����0�3 ���4�� �����0 �]���3���&�����6�Q�m�`�B�2�`�(�)�Ž �:���� �1���� ���$
�s�&�"���0���# �]���3�����#���3���
�� �¼�•�³�•�´�•�³ �������������$ ���1�3 �4�$�� �����0�����3�1 ���"�1 �������������$�� �����$�����#���$�1���&�$���ª
�"�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���# �@�"���&�0���3���#�4�1 �¶�•�´ �9�&�0�!�&�#�#�3�• �K���� �\���4���?�����3 �������1���0 �U�#�-�"���ª
�#���$�3�����0�4�$�� �:���0�� �$�4�$ �����3�0���
���3���3�• �k�&�:�&���" ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ ���$ �w�����"�� �¼�Ž ���"�1
���4�
�� ������ �0���!�4�0�1���9���$ �@�4���0�4���� ���$ �w�����"�� �´�· ���0�������3���$ ���������� ���4�� �$���
���3 �8�����0�"���-�-���$�����$ �K���ª
�3���$�3�����"���$ �4�$�� �!�+�$�$���$ �1�&�#���3 �-���0���"�"���"���1�����0�3 �:���0�����$�• �K���?�4 �1�3�����3 ���$ �]���3�����#���3���
�� ������ �]���ª
�3���&�����S���`���H�H�2�H�.�Q �(�)�?�4�0 �r���0�Ù�8���4�$���• �M�1 ���1�3 �������&�
�� ���$ �������1���0 �]���3���&���� �$�&�3�:���$�������Ž �����$ �-���0�ª
���"�"���"���$ �w�4���0���ê ���4�� �����$ �@�0�0���< ���4�0�
�� �@�$�-���1�1�4�$�� �����0 �]���3���&�����J�2�K�#�2�`�Z�(�)�?�4 ���#�-�"���#���$�ª
�3�����0���$�• �@�4�2���0�����# ���1�3 ���1 ������ �����0 �-���0���"�"���"���$ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �Ù�8�0 �����$ �R���"�"�Ž �����1�1 ������ ���0�1�3��
�R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �$�4�0 �1�����0 �:���$������ �K���3���$ �4�#�����1�1�3�Ž �1���$�$�9�&�"�"�Ž �����$�� �]���3�0���;�ª�]�4�"�3���ª
�-�"���!���3���&�$ ���$�1�3���"�"�� �����0 ���������$�3�"���
�����$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �?�4 �$�4�3�?���$�• �K�����1 ���1�3 �1�
���$���"�ª
�"���0 �Ù�8�0 �1�����0 �!�"�����$�� �s���0�3���Ž ���� ���$ �������1���# �R���"�" ������ �U�$���3�����"���1�����0�4�$�� �����0 �1�
���$���"�"���$ �R�&�4�0�����0�ª
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�l�������"�"�� �¶�•�´�•�\���4���?�����3���$ �����0 �R�R�l ���4�� �]�4�1�3���0�$P(M ) �����0 �R�&�0�# �•�¶�•�¹�ž�•

i �w�<�!�"���$ �1���0�����"�" �•�k���!�•�ž �R���!�3�&�0 �-���0���"�"���" �•�k���!�•�ž �S���:���$�$

0 4096 4096 25:414972 24:9187 2:107527 12:05914
1 16777216 0:98697 0:96771 0:969766 1:01775
2 2 8388608 12:397334 12:1553 1:370723 9:04438
4 4 4194304 24:671443 24:1897 1:203840 20:4940
8 8 2097152 12:262814 12:0234 1:112375 11:0240

16 16 1048576 12:126922 11:8901 1:134637 10:68793
32 32 524288 12:486624 12:2428 1:143507 10:91958
64 64 262144 12:357125 12:1158 1:251825 9:87129

128 128 131072 12:545804 12:3008 1:446735 8:67181
256 256 65536 11:531107 11:3060 1:964164 5:87075
512 512 32768 13:574930 13:3099 2:639521 5:14295

1024 1024 16384 20:138746 19:7455 2:633747 7:64642
2048 2048 8192 16:184233 15:8682 4:434711 3:649445

�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �"�	�$�����0 �����4���0�3�Ž ���"�1 �����1 �@�4���1�3���"�"���$ �����0 �R�&�4�0�����0�ª�]���3�0���; �4�$�� ������ �-���0���"�"���"
���4�1�����Ù�8���0�3�� �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0�ª�]�4�"�3���-�"���!���3���&�$�•

�R�8�0 �����$���$ �?�4�Ù�	�"�"�������$ �K���3���$�1���3�?a =
�
ay )y 2P(M ) �Ž �����0 �����$���0 �]���$���� ���$ �R�4�$�!�3���&�$�1�:���0�ª

�3���$ ���4�� �����$���# �����0 �]�4�1�3���0P(M ) �����0 �]���3�0���?���$ ���4�1 �•�¶�•�¹�ž ���$�3�1�-�0���
���3�Ž �:���0�� ������ �\���4���?�����3
�����$���0 �1���0�����"�"���$ �4�$�� �����$���0 �-���0���"�"���"���$ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �����0 �#�����0�����#���$�1���&�$���"���$ �R�&�4�ª
�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �9���0���"���
�����$�• �w�4�1�	�3�?�"���
�� �:���0�� ������ �1���0�����"�"�� �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �#���3 �����0
�����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�Ž ���"�1�& �����0 �r�&�0�1�3���"�"�4�$���Ž �����0 �K���3���$�1���3�? �1���� ������
�@���3���1�3�4�$�� �����$���0 �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R�4�$�!�3���&�$�Ž �9���0���"���
�����$�• �s�	���0���$�� �����0 ���0�1�3�� �r���0���"�����
��
������ �g���0���"�"���"���1�����0�����0�!�����3 �����0 �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �����#�&�$�1�3�0�����0�3�Ž ���"�"�4�1�3�0�����0�3 �����0 �?�:�����3�� �r���0�ª
���"�����
�� �$���
���3 �$�4�0 ������ �3�����&�0���3���1�
�� �����?�������3�� �[�&�#�-�"���;���3�	�3 �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1�Ž �1�&�$�����0�$ �?�������3
���4�
�� ���4���Ž �:���� ���0�&�2 �����0 �@�4���:���$�� ���1�3�Ž ������ �w���0�"�����4�$�� ���$ �#�����0���0�� �!�"�����$���0�� �R�&�4�0�����0�ª �l�0���$�1�ª
���&�0�#���3���&�$���$ �4�$�� ������ �@���0���1�1�����0�4�$�� �����0 �K���3���$���"�+�
�!�� ���4�0�
���?�4�Ù�8���0���$�•

�K���� ���0�"�	�4�3���0�3���$ �@�"���&�0���3���#���$ �:�4�0�����$ ���4�� �����$���# �U�$�3���" �I�&�0�� ���º�Ž �����0 �· �K�4�& �I�&�0���1 �#���3 ����
�¶�Ž�· �S���? �����1���3�?�3�Ž �#���3 �����$���# �@�0�������3�1�1�-�����
�����0 �9�&�$ �´�¹ �S�H�Ž �]���
 �`�k �´�³�•�»�•�µ ���"�1 �H���3�0�������1�1�<�1�ª
�3���# �����0���
���$���3�• �U�$�1�����1���#�3 ���1�3 ���1 ���"�1�& �#�+���"���
���Ž �» �g�0�&�?���1�1�� �-���0���"�"���" ���4�0�
���?�4�Ù�8���0���$�•

�R�8�0 �¸�³ �?�4�Ù�	�"�"���� ���0�?���4���3�� �K���3���$�1�	�3�?�� �:�4�0�����$ �#���3k = l = 211�Ž ���"�1�& �����:�����"�1m = 224

�0�����"�"���$ �w�����"���$ �4�#�����1�1���$���� �K���3���$�9���!�3�&�0���$�Ž ������ �\���4���?�����3���$ �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1 �����?�8���"���
��
���"�"���0 �l�����"���0i �9�&�$k �����#���1�1���$ �4�$�� ���$ �l�������"�"�� �¶�•�´ ���4�������Ù�8���0�3�• �K���0 �s���0�3 �����$�3���0 �����0 �k�-���"�3��
�#���3 �����$ �w�����3���$ �Ù�8�0 ������ �1���0�����"�"�� �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �?�������3�Ž �4�# �:���"�
�����$ �R���!�3�&�0 �����0 �?�:���������ª

�º�·
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�#���$�1���&�$���"�� �R���"�" �"���$���1���#���0 ���1�3 ���"�1 �����0 �M���$�����#���$�1���&�$���"���• �K���� �����$�����#���$�1���&�$���"�� �R�&�4�0�����0�ª
�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �����$�+�3�����3 ���������� ���# �]���3�3���"1:019914�k���!�4�$�����$�• �K���� �"���3�?�3�� �k�-���"�3�� �?�������3
�����$ �S���:���$�$ �����0 �g���0���"�"���"���1�����0�4�$���• �U�# �R���"�"i = 0 �1���$�� �9�&�$ �����$ ���$�1�����1���#�38192�R�&�4�0�����0�ª
�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ ����4096���# ���0�1�3���$ �4�$��4096���# �?�:�����3���$ �k�
���0���3�3 �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1 �$�&�3�ª
�:���$�������• �U�$ �����0 �1���0�����"�"���$ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� ���1�3 �������1 �4�# �����$���$ �R���!�3�&�0 �9�&�$ ���3�:��25�"���$���ª
�1���#���0 ���"�1 ������ �����$�����#���$�1���&�$���"�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�• �K���� �-���0���"�"���"�� �U�#�-�"���#���$�3�����ª
�0�4�$�� ���1�3 ���#�#���0�����$ �$�&�
�� �4�# �����$ �R���!�3�&�012�1�
���$���"�"���0 ���"�1 ������ �k���0�����"�"���• �K���� �r���0�:���$���4�$��
�����0 �-���0���"�"���"���$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0�ª�]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ ���0���$���3 �Ù�8�0 �������1�� �K���3���$�1�	�3�?�� �����$���$ �r�&�0�ª
�3�����"�Ž �����"�"�1� 1 � 128���1�3�• �K�����1���0 �s���0�3 �:�4�0���� ���#�-���0���1�
�� �������4�$�����$�•

�]���3 �����$ �9�&�0�����1�3���"�"�3���$ �H���1���$ �9���0�����$�����
���3 �1���
�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�� �����# �]�4�1�ª
�3���0 ���"�1�& �?�4 �����$���0 �#�����0�����#���$�1���&�$���"���$ �3���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3���0�3�������$ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�Ž
�:�&������ ������ �K���#���$�1���&�$���$ ���4�0�
�� ������ �k�#���3���ª�^�&�0�#���"���&�0�# �������������$ �1���$���• �s�����3���0�� �@�1�-���!�ª
�3�� �����0 �g���0���"�"���"���1�����0�4�$�� �Ù�8�0 ���0�&�2�� �@�$�?�����"���$ �9�&�$ �g�0�&�?���1�1�&�0���$ �����0 ���0���������#���$�1���&�$���"���$
�R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �€�$�����$ �1���
�� �������1�-�����"�1�:�����1�� �����1�����0���$�� ���4�� �����0 �I�À�À�ª�H�����"���&�3�����!
�R�R�l�s ���$ �Ÿ�·�µ� �• �M�1 �������3 �9�����"�� �:�����3���0�� �]�+���"���
���!�����3���$�Ž �#���3 �#�����0�����#���$�1���&�$���"���$ �R�&�4�0�����0�ª
�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �4�#�?�4���������$�Ž �1�������� ���3�:�� �Ÿ�´�¹�Ž �[���-���3���" �¼�  �Ù�8�0 �����$���$ �q�����0���"���
�!�•

�¶�•�¶ �K���� �1�
���$���"�"�� �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$

�U�$ �	���$�"���
�����0 �s�����1�� �:���� �Ù�8�0 ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �!�+�$�$���$ ������ ���$ �������1���# �[���-���ª
�3���" �����$�����Ù�8���0�3���$ �H���1���$ �Ù�8�0 �����1 �]�4�1�3���0P(M ) �4�$�� ������ ���0�?���4�����$���� �]���$����G(M T ) ���4�
��
���4�� ������ �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���4�1 �@���1�
���$���3�3 �´�•�¸ ���$�����:���$���3 �:���0�����$�• �R�8�0 �������1���$ �@���ª
�1�
���$���3�3 �1�������$ ������ �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���?���$J; N 2 Zd� d �����$�� �R���!�3�&�0���1�����0�4�$�� �9�&�$M = JN �•
�w�4 ���������0 �������1���0 ���0���� �]���3�0���?���$ �1���� �����$�� �H���1���1 �������������$�• �M�1 �����?�����
���$�� �����:�����"�1

f x1; : : : ; xdM g �Ù�8�0P(M );

f y1; : : : ; ydN
g �Ù�8�0P(N )

�4�$��

f z1; : : : ; zdJ g �Ù�8�0P(J) �•�¶�•�º�ž

�����$�� �H���1���1 �����1 �����:�����"�������$ �]�4�1�3���0�1 �#���3 �����0 �8���"���
�����$�Ž �������&�
�� �$���
���3 �����$�����4�3�������$�Ž �k�&�0�ª
�3�����0�4�$�� ���$ ���4���1�3���������$�����0 �w�<�!�"���$�"�	�$�����• �U�# �R�&�"�����$�����$ ���1�3 �$���
�� �����$���0 �����1���#�3���$ �j���
���ª
�$�4�$�� �1�3���3�1 ���4�� �����$ ���$�3�1�-�0���
�����$�����$ �j���-�0�	�1���$�3���$�3���$ �����1 �]�4�1�3���0�1 �����?�4�����"�����$�Ž �����0 ���$
�����0 ���"�����
�����$ �j���1�3�!�"���1�1�� �"�������3�• �@�4�� ������ �^�&�3���3���&�$�j P(M ) �:���0�� ���������� �9���0�?���
���3���3�• �s���� ���$

�º�¸
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�@���1�
���$���3�3 �¶�•�´ �����"�3���$ ������ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�����$ ���$���"�&�� �Ù�8�0 ������ �����������$ ���0�?���4�����$�����$ �]���$�����$
G(M ) �4�$��G(M T )�Ž �:�&������ �Ù�8�0 �����$ �?�:�����3���$ �R���"�" ������ �j�&�"�"���$ �����0 �]���3�0���?���$J �4�$��N �:���ª
�����$M T = N T JT �9���0�3���4�1�
���3 �1���$���•

�K���� �k�!���"�����0�4�$���1�ª�M�������$�1�
�����Ù�3

�\���#�#�� �¶�•�´�´�•�g�0�&�����!�3���&�$�ž�•
�S�����������$ �1�������$ ������ �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���?���$J; N 2 Zd� d �4�$��M = JN �• �K���$�$ ���;���1�3�����0�3 �Ù�8�0
������ �H���1���$ ���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�º�ž �����$�� �]���3�0���;P 2 NdM � dN

0 �Ž �1�& �����1�1 �Ù�8�0 ���������1y 2 P(N )

9� 2 EN 9� 2 EM : y =
dNX

k=1

� ky k =
dMX

l=1

� lx l

�����"�3�Ž �:�&������� = P� �•

���G�q�G�Q�h�¡�^���
�� �l�����&�0���# �´�•�¶ ���1�3P(N ) � P (M )�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� ���1�3 ���������0 �H���1���1�9���!�3�&�0y k 2
P(M ) �4�$�� �!���$�$ �1�&�#���3 �����?�8���"���
�� �����0 �H���1���1 �����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) �?���0�"�����3 �:���0�����$�‘

9pk = ( pl;k )dM
l=1 2 NdM

0 : y k =
dMX

l=1

pl;k x l ; k = 1; : : : ; dN �•

�K�����1 �"�	�1�1�3 �1���
�� ���4�� ���������$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3y 2 P(N ) ���$�:���$�����$�Ž �����0 ���$ �����������$ �H���1���$ �����0
�]�4�1�3���0P(N ) �4�$��P(M ) �����0�����1�3���"�"�3 �:���0�����$ �!���$�$�• �M�1 ���;���1�3�����0���$ ���"�1�&� 2 EN �4�$��� 2
EM �Ž �1�& �����1�1

y =
dNX

k=1

� ky k =
dNX

k=1

� k

dMX

l=1

pl;k x l =
dMX

l=1

dNX

k=1

� kpl;k x l =
dMX

l=1

� lx l �•

�s�	���0���$�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �����$�� �����0���!�3�� �r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� �9�&�$ �Ÿ�¸�³�Ž �l�����&�0���# �·�•�´�•�µ���  ���1�3�Ž
�������3���$ ������ �H���1���$ �����$�� �:�����3���0�� �]�+���"���
���!�����3 �����0 �H���1�
���0�������4�$�� �9�&�$ �l�����"�0�	�4�#���$�• �U�# �M���$�ª
�����#���$�1���&�$���"���$ ���1�3 ���1�Ž ���3�:�� ������ �����1�3���# �k�!���"�����0�4�$���1�����!�3�&�0j = 2�Ž �"���������"���
�� �#�+���"���
���Ž ������
�k�
���0���3�3�:�����3�� �����0 ���"�����
���9���0�3�����"�3���$ �g�4�$�!�3�� ���4��[� �; � ) �?�4 �9���0���&�-�-���"�$�Ž ���"�1�& ������ �@�$�?�����" �����0
�g�4�$�!�3�� �4�$�� �����0 �R�0���/�4���$�?���$ ���$ �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$���� �?�4 �����"�������0���$�• �U�# �]�����0�����#���$�ª
�1���&�$���"���$ ���1�3 ���1 �Ù�8�0 �����$�� �k�!���"�����0�4�$�� �4�# �����$ �R���!�3�&�0j = j det Jj �#�+���"���
���Ž �#�����0���0�� �w���0�"���ª
���4�$�����$ ���$�?�4���������$�• �M�1 �������3 �9���0�1�
�����������$�� �l�����"�#�4�1�3���0P(N ) � P (M )�Ž ������ �����:�����"�1 �9�&�$ �����0
�s�����" �����0 �]���3�0���;J �������	�$�����$�• �M�1 ���1�3 ���������� �#�+���"���
���Ž �?�4 �����1�
���0���������$�Ž �:���� �1���
�� ������ �j���
���ª
�3�4�$�����$ �����0 �H���1���1�9���!�3�&�0���$ �9���0�	�$�����0�$�• �@�4�1 �k���
���3 �����0 �]�4�1�3���0���0�4�-�-��

�
P(M ); + jP(M )

�
�Ž
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���?�:�• ���$���"�&�� �����0 ���0�?���4�����$�����$ �S�0�4�-�-��
�
G(M T ); + jG(M T )

�
�Ž �:���0�����$ ���$�1�3���"�"�� �����0 �j���
���ª

�3�4�$�����$ ������ �9���0�1�
�����������$���$ �w�<�!�"���$ �4�$�� �����0���$ �r���0�	�$�����0�4�$�� �����3�0���
���3���3�• �U�# �M���$�����#���$�ª
�1���&�$���"���$ ���1�3 �������1 �������$�1�& �����$ �r���0�0���$�����0�$ �����0 �M�"���#���$�3�� �4�# �����$ �R���!�3�&�0j � 1�• �U�# �]�����0�����ª
�#���$�1���&�$���"���$ ���1�3 ���1 �#�+���"���
���Ž �����1�1 �1���
�� �w�<�!�"���$ ���$ �����0���0 �\�	�$���� �4�$�� �j���
���3�4�$�� �9���0�	�$�����0�$
�4�$���Ž �����1�1 �$���4�� �w�<�!�"���$ �����$�?�4�!�&�#�#���$�Ž �1�&�"���$���� �����0���$ �@�$�?�����"dN < d ���1�3�•

�U�# ���&�"�����$�����$ �l�����&�0���# �:���0�� �Ù�8�0 �����$ �R���"�"�Ž �����1�1 ������ �]���3�0���;J �����$ �]�4�1�3���0P(J) �����0 �K���ª
�#���$�1���&�$dJ = 1 ���0�?���4���3�Ž �������$�������1�� �r���0�	�$�����0�4�$�� �����0 �w�<�!�"���$ ���$ �\�	�$���� �4�$�� �j���
���3�4�$��
�����3�0���
���3���3�• �K���� �����#���3 �
�����0���!�3���0���1�����0�3���$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ ���$ �����$���# �]�4�1�3���0 �4�#�����1�1���$ �������ª
�1�-�����"�1�:�����1�� ���"�"�� �]���3�0���?���$ �#���3j det Jj = 2�• �K���0 ���"�"�����#�����$���0�� �R���"�" �"�	�1�1�3 �1���
�� �����0���4�1 �����ª
�"�����3���$ �4�$�� �:���0�� �$���
�� �����# �l�����&�0���# �����0�����1�3���"�"�3�•

�l�����&�0���# �¶�•�´�µ�•�K���� �#�4�"�3���9���0�����3�� �k�!���"�����0�4�$���1�ª�M�������$�1�
�����Ù�3�ž�•
�S�����������$ �1�������$ ������ �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���?���$J; N 2 Zd� d �4�$��M = JN �#���3 �����0 �]�4�1�3���0�����ª
�#���$�1���&�$dJ = 1�• �s�����3���0 �1�������$ ������ �H���1���$ �����0 ���0���� �]�4�1�3���0 �:���� ���$ �•�¶�•�º�ž �������������$ �4�$�� ������
�M�"���#���$�3���0�3�����"���0 �����0 �]���3�0���?���$ �#���3"M

j ; "J
j ; "N

j �Žj = 1; : : : ; d�Ž �����?�����
���$���3�• �K���$�$ �����"�3

�´�ž �����"�"�1N � 1z1 62�1�-���$f y1; : : : ; ydN
g�Ž �����1�1

���ždM = dN + 1 �����"�3 �4�$��

���ž �����$x l 2 f x1; : : : ; xdM g ���;���1�3�����0�3�Ž �1�& �����1�1

N � 1z1 = � x l mod Ed; � 2 f 1; : : : ; "J
d � 1g �4�$��"M

l = "J
d �Ž

�µ�ž �����"�"�1N � 1z1 2 �1�-���$f y1; : : : ; ydN
g�Ž �����1�1

���ždM = dN �����"�3 �4�$��

���ž ������ �w���0�"�����4�$�����$

N � 1z1 =
dMX

l=1

� lx l ; � 2 EM �Ž �4�$��N � 1z1 =
dNX

k=1

� ky k ; � 2 Qd�Ž

���;���1�3�����0���$�Ž �#���3

� =
1
"J

d

P� ; P 2 NdM � dN
0 �• �•�¶�•�»�ž
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���G�q�G�Q�h�¡�s�������$ z1 2 P(J) ���1�3Jz1 = MN � 1z1 2 Zd �4�$�� �1�&�#���3N � 1z1 2 P(M )�•

�R���"�"�1N � 1z1 62�1�-���$f y1; : : : ; ydN
g ���1�3�Ž �1�& �����"�3 �Ù�8�0 ������ �"���$�����0���$ �T�8�"�"���$

�1�-���$f y1; : : : ; ydN
g � �1�-���$f y1; : : : ; ydN

; N � 1z1g�Ž

�:�&������ �S�"�����
���������3 ���4�1�����1�
���"�&�1�1���$ ���1�3�• �K�����1 �����"�3 �������0 ���4�
���Ž �:���$�$ �#���$ ������ �����:���
���3���3���$
�k�4�#�#���$ ���4�� ������ �r�&�0�����!�3�&�0���$ ���4�1EN ���?�:�•EN � EJ �����1�
���0�	�$�!�3�• �]���3 �\���#�#�� �´�•�¸ �"�	�1�1�3
�1���
�� ���������1x 2 P(M ) �����$�����4�3���� �?���0�"�������$ ���$

x = y + N � 1z
�
�
P(M ) ; y 2 P(N )�Žz 2 P(J)�•

�K�����1 �!���$�$ �����?�8���"���
�� �����0 �H���1���$ �����0 �����������$ �]�4�1�3���0P(N ) �4�$��P(J) �:�����3���0 �?���0�"�����3 �:���0�ª
�����$ ���$

9!� 2 EN 9!� 2 EJ : x =
dNX

k=1

� ky k + � N � 1z1�Ž

�:�&������ �����0 �?�:�����3�� �l���0�# �"���������"���
�� �����$ �k�4�#�#���$�� ���1�3�Ž ����dJ = 1 ���1�3�• �R�8�0 �����$ ���0�1�3���$ �R���"�"
�����1 �l�����&�0���#�1 ���1�3 ������ �]���$����f y1; : : : ; ydN

; N � 1z1g �"���$�����0 �4�$�������	�$�������Ž �:�&�#���3 ���ž �����?�������3
���1�3�• �K���� �@�4�1�1������ ���ž ���0�������3 �1���
�� ���4�1 �����0 �l�����"�#���$�����$�ª�H���?�������4�$��P(N ) � P (M )�Ž �����$�$ �����ª
�#���3 �1���$�� ���"�"�� �w�<�!�"���$ �����1 ���0�1�3���$ �]�4�1�3���0�1 ���4�
�� �w�<�!�"���$ �����1 �?�:�����3���$ �]�4�1�3���0�1�• �K���1 �]�4�1�3���0
P(M ) ���$�3���	�"�3 �������&�
�� ���4�
�� �����$���$ �:�����3���0���$ �H���1���1�9���!�3�&�0x l �Ž �����0 �����$ ���"�����
�����$ �w�<�!�"�4�1 ���4���ª
�1�-���$�$�3 �:���� �����0 �r���!�3�&�0N � 1z1�Ž �����0 �$���
�� �r�&�0���4�1�1���3�?�4�$�� �$���
���3 ���$ �����$ �9�&�0�����0�������$ �w�<�!�"���$
�"�������3�•

�]���3 �����# ���"�����
�����$ �@�$�1���3�? ���&�"���3 �Ù�8�0 �����$ �?�:�����3���$ �R���"�"N � 1z1 2 spanf y1; : : : ; ydN
g�Ž �����1�1

�Ù�8�0 ������ �w���0�"�����4�$�� �����"�3

9!� 2 EN 9!� 2 QdN 9!� 2 EJ : N � 1z1 =
dNX

k=1

� ky k + �
dNX

k=1

� ky k �•

�k�&�#���3 ���0�������3 �1���
�� ������ �@�4�1�1������ ���ž�• �s�������$"J
dz1 2 Zd �����"�3� 2 QdN �• �K�����1 �"�	�1�1�3 �1���
�� �������$�1�&

�9���0�:���$�����$�Ž �4�# ���4�� ������ �w���0�"�����4�$��

9!� 2 EN : "J
dN � 1z1 =

dNX

k=1

� ky k
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�����1 �\���#�#�� �¶�•�´�´ ���$�?�4�:���$�����$�• �M�1 ���&�"���3 �Ù�8�0N � 1z1 2 P(M )�Ž �����1�1

9!� 2 EM : N � 1z1 =
dMX

l=0

� lx l =
1
"J

d

dNX

k=0

� ky k =
1
"J

d

dNX

k=0

� k

dMX

l=1

pl;k x l

�4�$�� �����#���3 ������ �@�4�1�1������ ���$ �•�¶�•�»�ž�•

�K���� �S�"�����
���4�$�� �•�¶�•�»�ž �9���0���"�"�����#�����$���0�3 �����$ �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R���"�"�Ž ���$ �����# �1���
�� ������ �]�4�1�ª
�3���0�-�4�$�!�3�� �4�$�� �R�0���/�4���$�?�ª�U�$�����?���1 �"���������"���
�� �9���0�9�����"�����
�����$�• �K�����1�� �r���0�0���$�����0�4�$�� �����1 �@���ª
�1�3���$�����1 �����0 �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3�� �����1�
���������3 �1�3���3�1 ���$ �����$���0 �����1�3���#�#�3���$�Ž ���4�0�
��N � 1z1 �����1�
���0�����ª
�����$���$ �j���
���3�4�$���• �U�# ���0�1�3���$ �R���"�"�Ž ���$ �����# �������1�� �$���4�� �j���
���3�4�$�� ������ �K���#���$�1���&�$ ���0���+���3�Ž
�:���0�� �����$ �”�w�<�!�"�4�1�– ���0�:�����3���0�3�Ž �����0 �9�&�0�����0 ������ �\�	�$����"N

d� dN
= 1 �����3�3���• �K�����1���0 �w�<�!�"�4�1 �����ª

�1���3�?�3 �����$�$ ������ �\�	�$����"M
d� dM +1 = "J

d �• �U�# �?�:�����3���$ �R���"�" �:���0�� �����$ �����1�3���#�#�3���0 �w�<�!�"�4�1 �4�#
�����$ �R���!�3�&�0"J

d �9���0�9�����"�����
���3�•

�K���1 �l�����&�0���# �¶�•�´�µ �����"�3 ���4�
�� �Ù�8�0 �]���3�0���?���$J �#���3 �#�����0 ���"�1 �����$���# �H���1���1�9���!�3�&�0�• �K���?�4 �:���0��
������ �H���1���1f z1; : : : ; zdJ g �����1 �]�4�1�3���0�1P(J) ���$ �?�:���� �����1���4�$�!�3�� �]���$�����$B1; B2 �?���0�"�����3�Ž ������
���� �����$ ���0�1�3���$ ���?�:�• �?�:�����3���$ �R���"�" �����1 �l�����&�0���#�1 ���0�Ù�8�"�"���$�• �K���$�$ ���0�������3 �1���
�� ������ �K���#���$�1���ª
�&�$ �����1 �]�4�1�3���0�1P(M ) �?�4dM = dN + jB1j �4�$�� ���������0 �H���1���1�9���!�3�&�0zj 2 B2 ���0�Ù�8�"�"�3 �����$��
�k�!���"�����0�4�$���1���������$�1�
�����Ù�3 �:���� ���$ �•�¶�•�»�ž�•

�K���0 �@�"���&�0���3���#�4�1

�R�8�0 �����$�� �R���!�3�&�0���1�����0�4�$�� �����0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;M 2 Zd� d �����0 �R�&�0�#M = JN �ŽJ; N 2
Zd� d�Ž �1�������$ ������ �R�4�$�!�3���&�$���$';  1; : : : ;  j det J j �Ž ������ �����$�� �w���0�"�����4�$���1�1�3�4���� �����0 �]�4�"�3���1�!���ª
�"���$�ª�@�$���"�<�1�� ���4�1 �@���1�
���$���3�3 �´�•�¸ �����0�1�3���"�"���$�Ž �������������$�• �M�1 �"�������3 ���"�1�& ������ �w���0�"�����4�$��

V '
M =

j det J jM

j =1

V  j

N

�9�&�0 �4�$�� ���$�1�����1�&�$�����0�� ���;���1�3�����0���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$�9���!�3�&�0���$b j =
�
bj; y )y 2P(M ) 2 Cm �Ž �1�&

�����1�1

 j =
X

y 2P(M )

bj; y �l y ' 2 V '
M ; j = 1; : : : ; j det Jj;

�º�¼
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�����"�3�• �M�1 �1�������$ �:�����3���0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f �#���3

f =
X

y 2P(M )

ay �l y ' 2 V '
M

�4�$�� �?�:���� �H���1���$ �#���3f h1; : : : ; hdM g �Ù�8�0G(M T ) �4�$��f k1; : : : ; kdN g �Ù�8�0G(N T ) �������������$�•
�K���$�$ �"�	�1�1�3 �1���
�� ������ �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �9�&�$f �Ù�8�0 �������1���1 �����$�� �\���9���" ���4�0�
�� ������ ���&�"�ª
�����$�����$ �k�
���0���3�3�� �����1�
���0���������$�‘

�´�ž �H���0���
���$�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$â = F (M )a �4�$��̂b = F (M )b j �Ù�8�0j =
1; : : : ; j det Jj�•

�µ�ž �H���0���
���$�� ������ �]���3�0���;P �?�4�0 �m�#�0���
���$�4�$�� �9�&�$ �[�&���Þ�?�����$�3���$�9���!�3�&�0���$ ���4�1 �����0 �H���1���1
f k1; : : : ; kdN g ���$ ������ �H���1���1f h1; : : : ; hdM g �$���
�� �\���#�#�� �¶�•�´�´�•

�¶�ž �H���0���
���$�� �Ù�8�0 ���������$ �H���1���1�9���!�3�&�0gj �Žj = 1; : : : ; dJ �Ž �����$���0 �H���1���1f g1; : : : ; gdJ
g�9�&�$G(JT )

������ �w���0�"�����4�$��

N T gj =
dMX

i =1

qi;j h i

�
�
�
�
�
G(M T )

; (qi;j )dM
i =1 2 EM ; j = 1; : : : ; dJ ;

���$G(M T ) �4�$�� �9���0�:���$���� �������1���Ž �4�#N T g 2 G(M T )�Žg 2 G(JT )�Ž �#���3�3���"�1 �����1 ���$�3�1�-�0���ª
�
�����$�����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$�9���!�3�&�0�1� g 2 EM �����0�?�4�1�3���"�"���$�•

�·�ž �H���0���
���$��� = P� jEM
�Ù�8�0 ���������1 �M�"���#���$�3h 2 G(N T ) �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(N T )�Ž

���$�����# ���"�"�� �s���0�3��� 2 EN ���4�0�
���"���4�����$ �:���0�����$ �4�$�� �����#���3

d̂j; h =
1

p
j det Jj

X

g2G(JT )

b̂j; h+ N T gâh+ N T g;

j = 1; : : : ; j det Jj; h 2 G(N T )�Ž

�:�&������̂a; b̂ �����0���1�1�����0�3 �:���0�����$ ���4�0�
��� + � g jEM
�4�$��̂d j ���4�0�
��� �Ž �9���"�• �•�´�•�¸�³�ž �4�$�� �•�´�•�¸�´�ž�•

�»�³
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�¸�ž �R�8���0�� ������ ���$�9���0�1�� �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ �Ù�8�0 ���������$ �@�$�3�����"d̂j ���4�0�
���Ž �4�# ������ �w���0�"���ª
���4�$��

f =
j det J jX

j =1

X

y 2P(N )

dj; y �l y  j

�?�4 ���0�����"�3���$�•

�U�$ �����$ �k�
���0���3�3���$ �´�Ž �· �4�$�� �¸ ���1�3 ���1 �#�+���"���
���Ž ���4�
�� ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$b j ; d j �4�$�� �����0���$ �R�&�4�ª
�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#�����0�3���$b̂ j ; d̂ j �8�����0 ������ �H���1���1�9���!�3�&�0���$gk 2 G(JT )�Žk = 1; : : : ; dJ �Ž �����0
���0�?���4�����$�����$ �]���$���� �?�4 �����0���1�1�����0���$�Ž ���$�1�3���3�3 �#���3 �����$���0 �����"���������� �������0 �����1�3���$ �k�&�0�3�����0�4�$��
j = 1; : : : ; j det Jj�• �K�����1 ���1�3 �������&�
�� ���0�1�3 �1���$�$�9�&�"�"�Ž �:���$�$dJ > 1 ���1�3�• �@�$�����0�$�����"�"�1 ���1�3 ���4�0�
��
������ �r�����"�����
�����$ �����1 �����$�?�������$ �H���1���1�9���!�3�&�0�1kg1 2 G(JT ); k = 1; : : : ; "J

d = j det Jj; �����ª
�$�� �$���3�8�0�"���
���� �k�&�0�3�����0�4�$�� �������������$�• �R�8�0 �����$�� �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3�� �k�&�0�3�����0�4�$�� ���1�3
�����$�� �@���0���1�1�����0�4�$�� �8�����0 �����$ �U�$�����;j �����0�8�����0 �����$���4�1 �8�����0�1���
���3�"���
�����0 ���$ �����0 �^�&�3���3���&�$�•

�U�# �k�-���?�����"�����"�"j det Jj = 2 �1���� 1 �����������$������ �R�4�$�!�3���&�$�Ž ������ ���$ �����:���1�1���# �k���$�$�� �����$ �$�����ª
�����0���0���/�4���$�3���$ �@�$�3�����" �9�&�$' �����0�1�3���"�"�3 �4�$�� 2 �����������$�������Ž ������ �����$ ���&�
�����0���/�4���$�3���$ �@�$�3�����"
�0���-�0�	�1���$�3�����0�3�• �K���$�$ �9���0�����$�����
�����$ �1���
�� ������ �k�4�#�#���$ �����1 �9�����0�3���$ �k�
���0���3�3���1 �?�4 �"���������"���
��
�µ �k�4�#�#���$�����$�• �K���0 �@�"���&�0���3���#�4�1 �����1�
���0�������3 �����$�$ �����$���$ �k�
���0���3�3 �����0 ���<�������1�
�����$ �s���9���ª
�"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$�• �R�8�0 �������� �:�����3���0�� �w���0�"�����4�$�� �����$���1 �����0 �j�	�4�#��V  j

N ���$ �����$�� �:�����3���0��
�����0���!�3�� �k�4�#�#�� �3�0���$�1�"���3���&�$�1���$�9���0�����$�3���0 �j�	�4�#���Ž ���"�1�& �#���3N = J2O�Ž �1���$�� �"���������"���
�� ������
�k�
���0���3�3�� �µ �����1 �· ���0�$���4�3 �?�4 �����0���
���$���$�Ž �����$�$ �#���3b̂ j �"�������3 �����1 �M�0�������$���1 �����0 ���0�1�3���$ �w���0�"���ª
���4�$�� �����0�����3�1 ���"�1 �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#�����0�3�� �����0 �[�&���Þ�?�����$�3���$ �9�&�0�•

�R�8�0 �����$�� �����1�3�� �@�$�?�����" �9�&�$m = j detM j �K���3���$�-�4�$�!�3���$ �"�	�1�1�3 �1���
�� ���4�
�� �������0 ������ �[�&�#�-�"���ª
�;���3�	�3 �����1 �@�"���&�0���3���#�4�1�Ž ���"�1�& ������ �\���4���?�����3�Ž ���$���������$�• �`���:�&���" ������ �@�$�?�����" �s���9���"���3�ª�j�	�4�#��
�#���3j det Jj �4�$�� ������ �K���#���$�1���&�$d�!�&�$�1�3���$�3 �1���$���Ž �1�&�"�"���$ �1���� ���$ �����$ ���&�"�����$�����$ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�ª
�����$ ���"�1 �H���1�3���$���3�����" �����$���$�$�3 �:���0�����$�Ž �4�# �����0�9�&�0�?�4���������$�Ž �:���� �1���
�� �������1�� �����������$ �s���0�3��
���4�� ������ �\���4���?�����3 ���4�1�:���0�!���$�•

�w�4�$�	�
���1�3 �:���0�����$ ���# ���0�1�3���$ �k�
���0���3�3j det Jj + 1 �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ ���4�0�
�������ª
�Ù�8���0�3�• �Z������ �������1���0 �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �����3 ������ �M���$�����������0�+�2��m�• �U�# �"���3�?�3���$ �k�
���0���3�3 �:���0�ª
�����$ �������$�1�& �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ �����0���
���$���3�Ž �����$���4���0j det Jj �l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$
�����0 �M���$�����������0�+�2��n =

m
j detJj

�• �]���3 �����0 �\���4���?�����3�ª�[�&�#�-�"���;���3�	�3 ���4�1 �l�����&�0���# �¶�•�´�³ �����$�+�ª

�3�����3 �����0 �Ù�8�$�Ù�3�� �k�
���0���3�3j det Jjc�R�R�ln logn + O(n) < c �R�R�lm logm + O(m) �j���
�����$�1�
���0���3�3���•
�w�4�1���#�#���$ �����$�+�3�������$ ������ �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���# ���0�1�3���$ �4�$�� �Ù�8�$�Ù�3���$ �k�
���0���3�3 �����1
�@�"���&�0���3���#�4�1(j det Jj + 2) c�R�R�lm logm = O(m logm) �j���
�����$�&�-���0���3���&�$���$�•

�»�´
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�U�$ �k�
���0���3�3 �µ �#�8�1�1���$dN �Ž ���$ �k�
���0���3�3 �¶dJ �S�"�����
���4�$���1�1�<�1�3���#�� �#���3d �m�$�����!���$�$�3���$ �����"�+�1�3
�:���0�����$�• �K�����1�� �����������$ �k�
���0���3�3�� �"���1�1���$ �1���
�� ���$ �������-�3���9���$ �r���0�������0���$ ���4�0�
�� �r�&�0�����0���
���ª
�$�4�$�����$ ���# �@�4���:���$�� �9���0�0���$�����0�$�• �k�
���"���
���3���1�3���$�����"�"�1 �1���$�� �����:�����"�1d �S�"�����
���4�$���1�1�<�1�3���#��
�?�4 �"�+�1���$�Ž ���"�1�&2c1d4 = O(d4) �j���
�����$�1�
���0���3�3�� �$�+�3�����Ž �:�&������c1 �����$�� ���"���&�0���3���#���$�������	�$�ª
�������� �[�&�$�1�3���$�3�� ���1�3�•

�k�
���"�4�1�1���$���"���
�� �4�#�����1�1�3 �k�
���0���3�3 �· ������ �H���0���
���$�4�$�� �9�&�$j det JjjG(N T )j = m �[�&���Þ�?���ª
���$�3���$�Ž ������ �1���
�� �����:�����"�1 ���"�1 �k�4�#�#�� �9�&�$j det Jj �s���0�3���$ ���0���������$�Ž �1�& �����1�1 �������1���0 �l�����" ���$
c2j det Jjm = O(m) �k�
���0���3�3���$ �����0���
���$���3 �:���0�����$ �!���$�$�•

�U�$�1�����1���#�3 ���0�������3 �1���
�� ���"�1�& �����$ �j���
�����$���4���:���$�� �9�&�$

(j det Jj + 2) c�R�R�lm logm + 2c1d4 + c2j det Jjm + O(m) = O(m logm)�Ž

�:�&������c1; c2 �[�&�$�1�3���$�3���$ �1���$���Ž ������ �9�&�$ �����0 ���$�3�1�-�0���
�����$�����$ �U�#�-�"���#���$�3�����0�4�$�� �������	�$�ª
�����$�• �k���� �1���$�� �������&�
�� ���$�1�����1�&�$�����0�� �4�$�������	�$������ �9�&�$m�Žj det Jj�Žd �4�$��n�•

�\���������$ ������ �M���$�������������3���$ ���"�1 �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#�����0�3�� �9�&�0 �4�$�� �:���0�����$ ������ �@�4�1���������$
�������$�����"�"�1 ���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����$�+�3�����3�Ž �1�& ���$�3�����"�"���$ �����0 ���0�1�3�� �4�$�� �"���3�?�3�� �k�
���0���3�3�’
������ �s���9���"���3�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$ ���1�3 �����$�$ ���$O(m) �j���
�����$�1�
���0���3�3���$ ���4�0�
���Ù�8���0�����0�• �K�����1
�����"�3 ���4�
�� �Ù�8�0 �:�����3���0�� �w���0�"�����4�$�����$ �����$���0 �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ j �Ž �����$�$ �Ù�8�0 �������1�� ���1�3 �"���������ª
�"���
�� �����$�� �s���������0���&�"�4�$�� �����0 �k�
���0���3�3�� �µ�«�· �$�&�3�:���$�������•

�K����j det Jj �R�&�4�0�����0�ª�l�0���$�1���&�0�#���3���&�$���$ ���# ���0�1�3���$ �k�
���0���3�3 �1�&�:���� ������ �k�
���0���3�3�� �µ �4�$�� �¶ �1���$��
�H���0���
���$�4�$�����$�Ž ������ �4�$�������	�$������ �9�&�$ �����$ �K���3���$ �1���"���1�3 �$�&�3�:���$������ �1���$���• �k���� �!�+�$�$���$ ���"�ª
�1�& �?�:���1�
�����$�����1�-�����
�����0�3 �:���0�����$ �4�$�� �#�8�1�1���$ �1�& �Ù�8�0 �����$�� �w���0�"�����4�$�� �:�����3���0���0 �K���3���$ ���$
�R�&�0�# �9�&�$ �R�4�$�!�3���&�$���$f 2; f 3; ::: �$���
���3 ���0�$���4�3 �����0���
���$���3 �:���0�����$�• �k�&�#���3 �9���0�����$�����
���3 �1���
��
������ �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �j���
�����$�1�
���0���3�3�� �Ù�8�0 �9�&�0�����0���
���$���3�� �@���0���1�1�����0�4�$���1�9���!�3�&�0���$� g �?�4

2c�R�R�lm logm + c2j det Jjm + O(m)�•

�\���������$ ������ �[�&���Þ�?�����$�3���$d̂ �9�&�$f 2 V '
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M �#���3 �����$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�]���3�3���"�$' T
N �Ž' S

M �ŽM =
2N; S � N �Ž ���1�3 �������1 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´ �����?�������3�• �K���� �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �1���$�� �������������$
���4�0�
�� ������ �@���3���1�3�4�$�� �����$���1 �1�3�8�
�!�:�����1�� �����€�$�����0�3���$ �"���$�����0���$ �k�-�"���$���1 �����0 �R�&�0�#

b� (x) =

8
>><

>>:

1 �����"�"�1jxj � 1
2 � � �Ž

1
2 + � �j xj

2� �����"�"�11
2 � � < jxj < 1

2 + � �Ž

0 �����"�"�11
2 + � � j xj�Ž

�Ù�8�00 < � �
1
2

�Ž

�#���3

ck(' T
N ) = 1p

N
bT

N
( k

N ); k 2 Z�•

�»�¸
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�M�1 �����?�����
���$��b0 �����$ �S�0���$�?�����"�"b0 = lim � ! 0 b� �• �K���� �S�0���$�?���$ �����?�����
���$���$ �����$���4 �����$ �#�&�ª
�����€�?�����0�3���$ �K���0���
���"���3�ª�[���0�$b0 �4�$�� �����$ �R�������0�ª�[���0�$b1

2
�• �m�# �����$�� ���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª

�@�$���"�<�1�� �?�4 ���0�?���4�����$�Ž �#�4�1�1 ���4�� ���������# �\���9���" �$���
�� �Ÿ�¸�³�Ž �k���3�? �·�•�´�•�¶�  �����"�3���$�Ž �����1�1

S + T �
N
2

�• �•�·�•�µ�ž

�K�����1 �"�	�1�1�3 �1���
�� �����?�8���"���
��b� ���4�
�� �1�
���0���������$ ���"�12S
M + T

N � 1
2�• �K���� �����������$ �H���0�����
����[N

2 �
T; N

2 + T] �4�$��[M
2 � S; M

2 + S] �����0 �����!�"���$�����$�����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���8�0�����$ �1���
�� ���"�1�& �$���
���3
�8�����0�1�
���$���������$�Ž �1�&�$�1�3 ���$�3�1�3�����3 �����$ �s�������0�1�-�0�4�
�� �?�4' N 2 V ' M

M �$���
�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž�•
�k�&�#���3 ���0�?���4���3 �������1�-�����"�1�:�����1�� �����0 �R�������0�ª�[���0�$ �!�����$�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1���•

�U�$ �@�������"���4�$�� �·�•�´ �:���0�� ������ �S�8�"�3�����!�����3 �����0 �m�$���"�����
���4�$�� �•�·�•�µ�ž ���4�0�
�� ������ �M�;���1�3���$�? �����0 �k�3�0���ª
�
�!�� �#���3 �\�	�$����s �9���0�����4�3�"���
���3�• �U�# �R���"�" �����1 �K���0���
���"���3�ª�[���0�$�1 ���1�3S = T = 0 �4�$��s = N

2 �• �U�#
�R���"�"2(S + T) = N ���1�3s = 0�Ž ���1 ���$�3�1�3�����3 �������&�
�� �!�����$ �s�������0�1�-�0�4�
�� �?�4 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž�Ž
�����$�$ ���1 �����"�3cN

2 + T
(' T

N ) = c
� N

2 � T
(' T

N ) = 0 �•

�U�1�32� + � � 1
2 ���0�Ù�8�"�"�3�Ž �1�& �����"�3 �Ù�8�0 ������ �R�4�$�!�3���&�$

w(x) = w�;� (x) := e � i x�
4

�
b�

�
x
2

�
� b� (x)

�
= e � i x�

4

� X

z2Z

b� (x + 1 + 2 z)
�

b�
�

x
2

�

������ �S�"�����
���������3 �����0 �����������$ �R�&�0�#�4�"�����0�4�$�����$�• �K���1 �s���9���"���3 =  S;T
M;N ���1�3 �����$�$ �������������$

���4�0�
�� �@���3���1�3�4�$�� �������1���0 �R�4�$�!�3���&�$�Ž ���"�1�&

ck( ) = 1p
N

w S
M ; T

N
(N � 1k); k 2 Z�•

�K���� �R�4�$�!�3���&�$jwj ���1�3 �?�4�1���#�#���$ �#���3 �����$ �H���3�0�	�����$ �����0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$jck( )j
�������$�1�& ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´ �����0�����1�3���"�"�3�•

�K���� �H�������$���4�$�� ���4�1 �m�$���"�����
���4�$�� �•�·�•�µ�ž �"�	�1�1�3 �1���
�� ���4�
�� ���������$���������$�� ���$�3���0�-�0���3�����0���$�Ž �����1�1
�Ù�8�0 ������ �g�0�&�����!�3���&�$ ���$ �����$ �j���4�# �����0 �l�0���$�1�"���3�� �lx  �Žx 2 P(N ) =

�
� N

2 ; :::; N
2 � 1

	
�Ž �#���$�ª

�����1�3���$�1 �����$ �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
�����1 �g�&�"�<�$�&�#exp(ik� ) ���;���!�3 �0���-�0�&���4�?�����0�3 �:���0�����$ �#�4�1�1�• �U�#
�R���"�"s = 0 ���$�3�1�-�0���
���3 �������1 �����# �3�0�����&�$�&�#���3�0���1�
�����$ �g�&�"�<�$�&�#exp

�
i
�

N
2 + T

�
�
�

= exp
�
i
�

M
2 �

S
�
�
�
�Ž ���# �R���"�"s > 0 �#���$�����1�3���$�1 �����0 �R�4�$�!�3���&�$exp

�
i
�

M + N
4 + T � S

2

�
�
�
�•

�K���� �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$b� ; b� �4�$��w�;� ���0�#�+���"���
���3 �����$�� �I�����0���!�3���0���1�����0�4�$��
�?�:�������0 �k�!���"�����0�4�$���1�0�	�4�#���Ž ������ �"���������"���
�� �9�&�# �K���"���3���3���&�$�1�����!�3�&�0j �Ž ���# �K�<�������1�
�����$ ���"�ª
�1�&j = 2�Ž �������	�$���3�• �K���� �j���1�3�!�"���1�1���$[k]N �Žk 2 Z�Ž �:���0�����$ ���������� �8�����0�3�0�������$ ���4��[y]1�Ž

�»�¹



�†�¡�ƒ ���Q�Z�w�n�P�g�k�Z�N �k�Z�D ���D�G�G

y 2 1
N Z � Q�• �s�	���0���$��T; S ���$ �����1�&�"�4�3���$ �s���0�3���$ ������ �]���$���� �����0 �R�0���/�4���$�?���$ �
�����ª

�0���!�3���0���1�����0���$�Ž ���$ �����$���$ �����$ �@���!�"���$���9���0�����"�3���$ �9�&�0�"�������3�Ž �:���0�� �������1 ���4�0�
�� ������ �s���0�3���; �
�0���"���3���9 �?�4�# �S���1���#�3�1�-�0���!�3�0�4�# �����1�
���0���������$�•

�U�# �U�$�3���0�9���"�"
�

1
2 � �; 1

2 + �
�

���?�:�•
�

1
2 � �; 1

2 + �
�

�����0 �R�4�$�!�3���&�$���$b� ; b� �"�	�1�1�3 �1���
�� �����ª
�$�� �����"������������ �S�"���3�3�������3 ���0�?���4�����$�Ž �&���$�� �����1�1 �������1 �����$ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�����$ �������1���1 �@���1�
���$���3�3�1
�:�������0�1�-�0���
���3�• �U�$ �Ÿ�¶�»�  �:�4�0�����$ �1�&�"�
���� �R�4�$�!�3���&�$���$ �?�4�0 �[���$�3���$�����3���!�3���&�$ ���$ �-���0���&�����1�
�����$
�k�����$���"���$ �9���0�:���$�����3�•

�r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� ���$�1 �]�����0�����#���$�1���&�$���"��

�m�# ������ �q�����0�"�����4�$�����$ �4�$�� �w�4�1���#�#���$���	�$���� �����1 �9�&�0�����0���������$�����$ �@���1�
���$���3�3�1 ���4�� �����1
�]�����0�����#���$�1���&�$���"�� �?�4 �8�����0�3�0�������$�Ž �1���� �?�4�$�	�
���1�3 �����0 �?�:���������#���$�1���&�$���"�� �R���"�" ���<�������1�
�����0
�s���9���"���3�1 �����3�0���
���3���3�• �K�������� �1����

J :=
�

JX ; JY ; JD ; J �
X ; J �

Y

	

:=
��

2 0
0 1

�
;
�

1 0
0 2

�
;
�

1 � 1
1 1

�
;
�

2 0
� 1 1

�
;
�

1 � 1
0 2

��
�•�·�•�¶�ž

�����$�� �]���$���� �9�&�$ �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$

B � (x) := b� 1 (x1)b� 2 (x2); x 2 R2; � 2
�
0; 1

2

� 2
�Ž �•�·�•�·�ž

���0�#�+���"���
���3 ���1�Ž ������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' �
M �8�����0 �����0�� �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$

ck (' �
M ) :=

1
p

j detM j
B � (M � T k); k 2 Z2�Ž

�?�4 �����€�$�����0���$�•

�H�����1�-�����" �·�•�´�•
�R�8�0 ������ �]���3�0���;M =

�
16 0
14 8

�
���4�1 �H�����1�-�����" �´�•�´�³ �4�$��� = 1

10(1; 1)T ���1�3 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�µ ���ž
������ �R�4�$�!�3���&�$B � (M � T � ) �����0�����1�3���"�"�3�Ž ���4�1 �����0���$ �@���3���1�3�4�$�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$
ck (' �

M )�Žk 2 Zd�Ž ���$�3�1�3�������$�• �k���� ���0�������3 �1���
�� ���4�0�
�� �k�!���"�����0�4�$�� �4�$�� �k�
�����0�4�$�� �����0 ���$ �@���ª
�����"���4�$�� �·�•�µ ���ž �����?�������3���$ �R�4�$�!�3���&�$B � �Ž �����0���$ �l�0�	�����0 ���$ �
�ž �1�
�����#���3���1�
�� ���"�"�4�1�3�0�����0�3 ���1�3�• �K����
�����1�3�0���
�����"�3�� �\���$���� �?�������3 �����$ �j���$��@supp(B � )�Ž ������ ���4�0�
�������?�&�����$�� �\���$���� �����$ �?���$�3�0�����0�ª
�3���$ �M���$�������3�1�!�4���4�1Q2 =

�
� 1

2; 1
2

� 2
�Ž ���4�� �����$ ������ �]�&���4�"�&�ª�`�-���0���3���&�$� mod M T �$���
�� �����0

�k�!���"�����0�4�$�� ���4�0�
��M � T �?�4�0�8�
�!�����Ù�8���0�3 �:���0���• �K���� �����$�?�?�����"�������$ �r���!�3�&�0���$k 2 GS(M T )

�»�º



�† �,�g�Q�N�\�Z�\�Y�G�i�g�Q�h�B�P�G �(�\�X�s�Z�\�Y�G

���•B � (M � T � ) ���•B �

�•�•�•

q0

�•�•

q

�•�•

p

�•

y2

�•
y1

�•
0
�•

1
4

�•

1
4

�
�•suppB �

�@�������"���4�$�� �·�•�µ�•�K�0���� �K���0�1�3���"�"�4�$�����$ �����0 �R�4�$�!�3���&�$B � �Ž� = 1
10(1; 1)T �‘ ���ž �@�"�1

�R�4�$�!�3���&�$�Ž ���4�1 �����0���$ �@���3���1�3�4�$�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ ���$�3�1�3�������$�Ž
���ž ���4�� �����# �M���$�������3�1�!�4���4�1 �4�$�� �
�ž ���"�1 �1�
�����#���3���1�
���� �w�����
���$�4�$�� �����1 �k�4�-�ª
�-�&�0�3�1 �����?�8���"���
�� �����1 �M���$�������3�1�!�4���4�1�• �K�&�0�3 �:���0�� ������ �k�<�#�#���3�0���� �����?�8���ª
�"���
�� �����0 �@�
���1���$ �����4�3�"���
���•

�:���0�����$ ���������� ���4�� �����1 �]�4�1�3���0PS(M T ) ���$�$���0�����"�� �����1 �?���$�3�0�����0�3���$ �M���$�������3�1�!�4���4�1Q2 �����ª
���������"�����3�• �K���� �����-�4�$�!�3���3�� �\���$���� �!���$�$�?�����
���$���3 �����$ �q�����0�����$�� �����0 �!�&�$�1�3���$�3���$ �R�4�$�!�3���&�$
���$�$���0�����"�� �?�4�# �@���!�"���$�����$ ���4�2���0�����"���•

�R�8�0 ������ �H���3�0���
���3�4�$�� ���"�"���0 �M�"���#���$�3��x + Zd�Žx 2 PS(M T )�Ž �����$�8���3 ���1 ���4�����0�4�$�� �����0 �k�<�#�ª
�#���3�0���� �����0 �R�4�$�!�3���&�$B � �1���
�� ���4�� �����$���$ �i�4�����0���$�3���$ �?�4 �����1�
���0�	�$�!���$�• �k����q 2 suppB �

�����$ �g�4�$�!�3 ���# ���0�1�3���$ �i�4�����0���$�3���$�• �K���$�$ �"�������3 �?�:���0q0 := q � (0; 1)T � q mod 1 �$���
���3
���# ���0�1�3���$ �i�4�����0���$�3���$�Ž ���1 �������3 �������&�
�� �����$���$ �g�4�$�!�3p ���# ���0�1�3���$ �i�4�����0���$�3���$�Ž �����0 ���4�0�
��
�]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ �#���3 �����$���# �r�&�0�?�����
�����$�9���!�3�&�0 ���4�1q0 �����0�9�&�0�������3�• �U�$ �������1���# �R���"�" �����"�3 �Ù�8�0
�����$ �g�4�$�!�3p = ( q0

1; � q0
2)T �Ž �����0 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�µ �
�ž �����0�����1�3���"�"�3 ���1�3�Ž �����1�1B � (q0) = B � (p)�•

�R�8�0 ������ �w���0�"�����4�$�� �����$���0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;M = JN 2 Z2� 2 ���1�3 ������ �S�8�"�3�����!�����3 �����0 �U�$�!�"�4�ª
�1���&�$' �

N 2 V ' �
M

M �Ž� 2
�
0; 1

2

� 2
�Ž �$���
�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �$�&�3�:���$�������Ž �����#���3 ���$���"�&�� �?�4 �����$ �����$�ª

�����#���$�1���&�$���"���$ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�����$ �����$ �k�
���0���3�3 �����0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f J lgl> 0; f Vj gj � 0

�

���4�1 �@���1�
���$���3�3 �´�•�¸ ���$�3�1�3�����3�• �S���"�3 �1�&�����0�Ž �����1�1 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$~aJ : R2 ! C ���;���1�3�����0�3�Ž ������
�����?�8���"���
�� ���������0 �K���#���$�1���&�$1�ª�-���0���&�����1�
�� ���1�3�Ž �1�& �����1�1

B � (JT x) = ~aJ (x)B � (x); x 2 R2�Ž �•�·�•�¸�ž

���0�Ù�8�"�"�3 ���1�3�Ž �1�& �����"�3 ������ �U�$�!�"�4�1���&�$ �Ù�8�0 ���"�"�� �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���?���$M ; N 2 Z2� 2�ŽM = JN �Ž
�����$�$ �����$�$ ���0���������$ �1���
�� �[�&���Þ�?�����$�3���$ �Ù�8�0 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž ���$���"�&�� �?�4 �����$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&�����ª
�€�?�����$�3���$ ���"�1 �@���3���1�3�4�$�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$~aJ �8�����0

âh = ~aJ (M � T h); h 2 GS(M T )�• �•�·�•�¹�ž
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�•�•

� 2 = � 2

�•

� 1
2

�•

s

�•

� 1

�•

y2

�•
y1

�•
0
�•

1
4

�•
1
2

�•0 �•

1
4

�•

1
2

���•JX

�•�•�•

q

�•�•

p = ( q1; � q2 + 1) T

�•

� 2p
2

�•

� 2

�•

� 1

�•

y2

�•
y1

�•
0
�•

1
4

�•
1
2

�•0 �•

1
4

�•

1
2

���•JD

�@�������"���4�$�� �·�•�¶�•�K���� �R�4�$�!�3���&�$���$B � �•�:�����2�ž �4�$��B � (JT � ) �•���4�$�!���"�ž �Ù�8�0 ������ �]���ª
�3�0���?���$ ���žJX �4�$�� ���žJD �Ž �1�&�:���� �����:�����"�1� = � = 1

10(1; 1)T �• �U�$ �����"�" ���1�3 �����0
�H���0�����
�� �����!���$�$�?�����
���$���3�Ž ���$ �����# ���1 �?�4 �����$���# �s�������0�1�-�0�4�
�� �!�&�#�#�3�Ž ���3�ª
�:�� �#���3 �����$ �g�4�$�!�3���$p �4�$��q�•

�U�$ �������1���0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ ���$�3�1�3�����3 �����$ �s�������0�1�-�0�4�
���Ž �����"�"�1suppB � (JT � ) 6� suppB � �����"�3�•
�@�$�����0�$�����"�"�1 �"�	�1�1�3 �1���
�� ������ �@�4�1�1������ ���4��x 2 suppB � �����1�
���0�	�$�!���$�• �K���� �U�$�!�"�4�1���&�$ ���	�$���3
�$�������$ �����$ �g���0���#���3���0�$� ; � �:���1���$�3�"���
�� �9�&�$ �����0 �s�����" �����0 �]���3�0���;J �����• �K���?�4 �1�������$ �?�4�#
�@���1�
���"�4�1�1 �������1���1 �@���1�
���$���3�3�1 �µ �R�	�"�"�� �?�4�0 �U�"�"�4�1�3�0���3���&�$ �����$���$�$�3�Ž ������ ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¶ �����0�ª
�����1�3���"�"�3 �1���$���•

�U�1�3J = JX �4�$��� 2 = � 2�Ž �1�& ���$�3�1�3�����3 ���4�� ���������0 �T�&�0���?�&�$�3���"���$ �����0 �����$�����#���$�1���&�$���"�� �R���"�"
�:���� ���# �9�&�0�����0�������$ �@���1�
���$���3�3�• �M�1 �#�4�1�1 ���"�1�& �$���
�� �•�·�•�µ�ž �����"�3���$�Ž �����1�12� 1 + � 1 � 1

2�Ž ���• ���•
� 1 + � 1

2 � 1
4�• �K�����1 ���1�3 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¶ ���ž �����0�����1�3���"�"�3 ���4�0�
�� ������ �����$�����?�����
���$���3�� �k�3�0���
�!��

�����0 �\�	�$����s � 0�•

�U�1�3 ���"�"���0�����$���1J = JD �Ž �1�& �!�&�#�#�3 ���1 ���$ �����0 �����$�����Ù�8���0�3���$ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$�1�������� ���"�1 �����0���!�ª
�3�� �r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� �����1 �M���$�����#���$�1���&�$���"���$ �?�4 �����$���# �s�������0�1�-�0�4�
���Ž �1�&�����"�� �����$���0 �����0
�M���$�3�0�	���� �9�&�$� ; � �9�&�$0 �9���0�1�
�����������$ ���1�3�• �K�����1 ���1�3 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¶ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�‘ �U�#
�g�4�$�!�3q �����"�3B � (q) 6= 0 �4�$��B � (J � T

D q) 6= 0�• �M�1 ���;���1�3�����0�3 �������&�
�� �����$ �?�:�����3���0 �g�4�$�!�3
q0 = q � (0; 1)T �Ž �1�������� ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¶ ���ž �����$ �����?�4 ���$ �����0y1�ª�@�
���1�� �����1�-���������"�3���$
�g�4�$�!�3p�Ž �#���3B � (q0) 6= 0 = B � (J � T q0)�• �K�����1 ���1�3 �����$ �s�������0�1�-�0�4�
�� �?�4�0 �M�;���1�3���$�? �����$���0
1�ª�-���0���&�����1�
�����$ �R�4�$�!�3���&�$~aJD �• �K���1 ���������4�3���3�Ž �����1�1 ���1 �����$�?���"�$�� �]���3�0���?���$M ���������$ �!���$�$�Ž
�Ù�8�0 ������ �������1�� �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �?�:�������0 �R�4�$�!�3���&�$���$' �

N ; ' �
M ������ �U�$�!�"�4�1���&�$' �

N 2 V ' �
M

M ���0�Ù�8�"�"�3�Ž
���# �@�"�"�����#�����$���$ �����"�3 �������1 �������&�
�� �$���
���3�• �S���$���4���0 �����$�8���3 ���1�Ž �:���$�$ ���$ �����$ �����"�" �#���0�!�����0�ª
�3���$ �H���0�����
�����$ �����0 �@�������"���4�$�� �·�•�¶ ���ž �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3y 2 P(M T ) �"�������3�Ž �����$�$ �����$�$ �������3
���1 �������$ �����1�
���0���������$���$ �s�������0�1�-�0�4�
���• �S���"�3 �Ù�8�0 �����$ �!�"�����$�1�3���$ �M�������$�:���0�3� 1(M ) �����0 �]���ª
�3�0���;M �Ž �����1�1� 1(M )� 1 � minf � 1; � 2g�Ž �1�& �"�������3 �����$ �s�������0�1�-�0�4�
�� �9�&�0�• �M���$�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª
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�@�$���"�<�1���Ž �:���"�
���� ������ �]���3�0���;JD �������$�����"�3���3�Ž �����$�+�3�����3 ���"�1�& �����$���$ ���$�����0���$ �@�$�1���3�?�• �M���$���$
�	���$�"���
�����$ �s�������0�1�-�0�4�
�� ���0�?���4�����$ ������ �]���3�0���?���$J �

X ; J �
Y �����0�����3�1 �Ù�8�0� = � = 0�•

�H�&�;�ª�k�-�"���$���1

�U�# �R�&�"�����$�����$ �:���0�����$ ���$�1�3���"�"�� �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ ���4�1 �����$ �9�&�0�����0���������$�����$ �@���1�
���$���3�3���$
���"�"�����#�����$�� �g�&�"�<�$�&�#��B : Rd ! R �����0 �S���1�3���"�3

B(x) =
X

� 2Nd
0

� � x � 1
1 x � 2

2 � : : : � x � d
d ; x 2 Rd; � 2 Nd�Ž

�9���0�:���$�����3�Ž �:�&������ �Ù�8�0 ������ �]�&�$�&�#�� ������ �[�4�0�?�1�
���0�������:�����1��x � := x � 1
1 x � 2

2 � : : : � x � d
d �����ª

�$�4�3�?�3 �:���0���• �K���� �k�4�#�#�� �����0 �M�"���#���$�3��k� k1 = � 1 + � � � + � d �����?�����
���$���3 �����$ �l�&�3���"���0����
�����$���1 �]�&�$�&�#�1x � �Ž �����1 �]���;���#�4�#k� k1 = maxf � 1; : : : ; � dg�����$ �S�0�����• �@�$���"�&�� �����?�����
���ª
�$���3 �����1 �]���;���#�4�# �����0 �S�0������ ���?�:�• �����0 �l�&�3���"���0������ ���"�"���0 �]�&�$�&�#�� �9�&�$B �#���3� � 6= 0
�����$ �S�0���� ���?�:�• �l�&�3���"���0���� �9�&�$B �• �@�4�2���0�����# �"���1�1���$ �1���
�� �R�4�$�!�3���&�$���$ ���4�
�� ���4�� �S���0�������$�ª
�1�3�8�
�!���$ �&�����0 �S���������3���$ ���4�0�
�� �4�$�3���0�1�
���������"���
���� �g�&�"�<�$�&�#�� �����€�$�����0���$�• �R�8�0 �1�&�"�
���� �1�3�8�
�!�ª
�&�����0 �����������3�1�:�����1���$ �g�&�"�<�$�&�#��B ���0���������$ �1���
�� �S�0���� �4�$�� �l�&�3���"���0���� ���"�1 �]���;���#�4�# ���"�"���0
���$ �����0 �R�4�$�!�3���&�$ �9�&�0�!�&�#�#���$�����$ �k�3�0���
�!���$�ª ���?�:�• �S���������3�1�-�&�"�<�$�&�#���•

�K���� �H�&�;�ª�k�-�"���$���1�Ž �1�������� �Ÿ�¶� �Ž �1���$�� �����$�� �r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� �����0 �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �H�ª�k�-�"���ª
�$���1�Ž �1�������� ���3�:�� �Ÿ�·�´� �Ž �4�$�� �1�&�#���3 �1�3�8�
�!�ª ���?�:�• �����������3�1�:�����1�� �g�&�"�<�$�&�#���• �K���?�4 �1�������$

� (x) :=

8
>><

>>:

1
2 �����"�"�1x = � 1

2;

1 �����"�"�1x 2
�
� 1

2; 1
2

�
;

0 �1�&�$�1�3�Ž

x 2 R;

�4�$��

� (x) :=
dY

i =1

� (x i ); x 2 Rd;

�����€�$�����0�3�• �k���� �������2���$ ������ �
�����0���!�3���0���1�3���1�
�����$ �R�4�$�!�3���&�$���$ �����1 �•�1�<�#�#���3�0���1�
�����$�ž �M���$�������3�1�ª
���$�3���0�9���"�"�1 ���?�:�• �����1d�ª�����#���$�1���&�$���"���$ �M���$�������3�1�!�4���4�1�•

�s�����3���0 �1���� �����$�� �]���3�0���;� 2 Rd� s; s 2 N�Ž ���# �R�&�"�����$�����$ ���4�
�� �9���0�1�3���$�����$ ���"�1 �����$�� �9���0�ª
���"�"�����#�����$���0�3�� �]���$���� �9�&�$s �r���!�3�&�0���$� 1; : : : ; � s 2 Rd�Ž �:���"�
���� ������ �k�-���"�3���$ �9�&�$� �����"�����$�•

�¼�³
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�K�������� �1���$�� �]�����0�����
���9�&�0�!�&�#�#���$ ���0�"���4���3�• �s�����3���0 �����?�����
���$��� n� ������ �]���3�0���; �����0 �k�-���"�ª
�3���$ �9�&�$� �Ž ������ �����$���$ �����$ �r�&�0�!�&�#�#���$ �����1 �r���!�3�&�0�1� 2 Rd ���$�3�����0�$�3 �:�&�0�����$ ���1�3�• �R�8�0 �����$��
�?�:�����3�� �]���3�0���;� �����?�����
���$��� � � �Ž �����1�1 �������� �k�-���"�3�� �9�&�$� �#���$�����1�3���$�1 �����$�#���" ���$�
�9�&�0�!�&�#�#�3�•

�U�# �R�&�"�����$�����$ �1����s � d �4�$��� �1�3���3�1 �����0���0�3 �������������$�Ž �����1�1d �k�-���"�3���$ ���;���1�3�����0���$�Ž ������ �"���$�����0
�4�$�������	�$������ �1���$���• �U�$�1�����1�&�$�����0�� ���1�3 ���"�1�& �������� �����0 ���# �R�&�"�����$�����$ ���4�Ù�3�0���3���$ �]���3�0���?���$� 2
Rd� d �0�����4�"�	�0�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�µ�•�H�&�;�ª�k�-�"���$���ž�•
�R�8�0 �����$�� �]���3�0���;� 2 Rd� s�Ž ������d �"���$�����0 �4�$�������	�$�������� �k�-���"�3���$ �����1���3�?�3�Ž ���1�3 �����0 �•�?���$�3�0�����0�3���ž
���\�r�²�+�e�X�Q�Z�GB � : Rd ! R �����€�$�����0�3 ���4�0�
��

B � (x) :=

8
><

>:

1
j det � j � (� � 1x) �����"�"�1s = d�Ž
Z 1

2

� 1
2

B � n� (x � t� ) dt �����"�"�1s > d �4�$��� 2 span� n� �•

�K���0 �?�:�����3�� �R���"�" ���$ �����0 �K���€�$���3���&�$ ���1�3 �:�&���"�����€�$�����0�3�Ž �����$�$ ����d �"���$�����0 �4�$�������	�$�������� �r���!�ª
�3�&�0���$ ���$� ���;���1�3�����0���$�Ž �"�������3 �Ù�8�0s > d �#���$�����1�3���$�1 �����$ �k�-���"�3���$�9���!�3�&�0 ���$ �����0 �"���$�����0���$
�T�8�"�"�� �����0 �j���1�3�"���
�����$�• �K���1 �$���
�����&�"�����$���� �\���#�#�� �"���1�3���3 ������ �:���1���$�3�"���
�����$ ���$ �������1���0 �@�0�ª
�������3 �����$�+�3�����3���$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����0 �H�&�;�ª�k�-�"���$���1 ���4���• �K���� �H���:�����1�� �€�$�����$ �1���
�� ���$ �Ÿ�¶� �•

�\���#�#�� �·�•�¶�•
�S�����������$ �1���� �����$ �H�&�;�ª�k�-�"���$��B � ; � 2 Rd� s�• �K���$�$ �����"�3

���žB � �����1���3�?�3 �����$ �!�&�#�-���!�3���$ �l�0�	�����0

suppB � =
�

x =
sX

i =1

� i � i ; � 1
2 � � i � 1

2

�

�4�$�� ���1�3 ���4�� �������1���# �$���
���3 �$�������3���9�•

���žB � ���1�3 �1�3�8�
�!�ª ���?�:�• �����������3�1�:�����1�� �����$ �g�&�"�<�$�&�# �9�&�# �l�&�3���"���0���� ���+�
���1�3���$�1s � d�•

�
�žB � ���1�3 ���$�3�"���$�� ���������0 �j���
���3�4�$��t�ª�#���" �1�3���3���� �����ê���0���$�?�����0�����0 �#���3

t := min
�

r ; � 2 Rd� r �#���3� � � �4�$��span
�
� n�

�
6= Rd	

� 2�•

�¼�´
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���žB � �����"�����3 �����$�� �w���0�"�����4�$�� �����01�• �M�1 �����"�3 �Ù�8�0 ���"�"��x 2 Rd�Ž �����1�1

X

z2Zd

B � (x + z) = 1 �•

�·�•�µ �K�� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$

�U�# �R�&�"�����$�����$ �1���� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g : Rd ! R �������������$�Ž �:���"�
���� ������ �M�������$�1�
�����Ù�3���$

�R�´�ž8x 2 suppg : g(x) � 0 �4�$��g(x) > 0�Žx 2 Q d�Ž

�R�µ�ž
P

z2Zd

g(x + z) = 1 �Ž �Ù�8�0 ���"�"��x 2 Q d�Ž

���0�Ù�8�"�"�3�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$g �!���$�$ �1�& �����:�	���"�3 �:���0�����$�Ž �����1�1 �����0�� �-���0�3�����"�"���$ �@���"�����3�4�$�����$r �ª
�#���" �1�3���3���� �����ê���0���$�?�����0�����0 �1���$���• �M���$�� �]�+���"���
���!�����3�Ž �������1�� �R�4�$�!�3���&�$g �?�4 �:�	���"���$�Ž ���1�3�Žg =
B � �?�4 �1���3�?���$�Ž �����0�����$�������$ �R�4�$�!�3���&�$�Ž ������ �����# �l���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3 �����0 �����$�����#���$�1���&�$���"���$ �R�4�$�!�ª
�3���&�$���$ ���4�1 �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�·�ž ���$�3�1�-�0���
���3�• �s�����3���0�� �R�4�$�!�3���&�$���$�Ž ������ �������1�� �M�������$�1�
�����Ù�3���$
���0�Ù�8�"�"���$�Ž �1���$�� ���3�:�� �?���$�3�0�����0�3�� �H�&�;�ª�k�-�"���$���1B � �Ž ������ �����$���$Ed � � ���1�3�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�·�•�K���"���3���3���&�$�1�ª�`�-���0���3�&�0�ž�•
�R�8�0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$f : Rd ! C �4�$�� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;J 2 Zd� d ���1�3 �����0���Q�X�9�i�9�i�Q�\�Z�h�²
�!�e�G�g�9�i�\�g�������������$ ���4�0�
��

�KJ f :=
1

p
j det Jj

f (J� )�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�¸�•J�ª�g���0���&�����1�����0�4�$�� �9�&�$f �ž�•
�k����J 2 Zd� d �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;�• �M���$�� �R�4�$�!�3���&�$f : Rd ! C �������2�3J�²�h�k�Y�Y�Q�G�g�A�9�g�Ž �����"�"�1
�Ù�8�0 ���"�"��x 2 Rd �����"�3

f J (x) :=
X

z2Zd

f (x + JT z) < 1 �•

�K���� �R�4�$�!�3���&�$f J ���1�3JT �ª�-���0���&�����1�
���Ž ���• ���•f J (J � T � ) ���1�31�ª�-���0���&�����1�
�� ���$ ���������0 �K���#���$�1���&�$�Ž
�4�$�� �������2�3JT �²�(�G�g�Q�\�D�Q�h�Q�G�g�k�Z�N �p�\�Zf �•

�M���$�� �R�4�$�!�3���&�$g�#���3 �����$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �R�´�ž �4�$�� �R�µ�ž ���1�3 ���$�1�����1�&�$�����0��J�ª�1�4�#�#�����0�����0 �Ù�8�0
���"�"�� �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���?���$J 2 Zd� d�Ž �����$�$ ���1 �����"�3JT Zd � Zd�• �K�4�0�
�� ������ �g���0���&�����1�����0�4�$��

�¼�µ
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���"���������$ �S�0�����Ž �l�&�3���"���0���� �4�$�� �K���ê���0���$�?�����0�����0�!�����3�1�ª�M�������$�1�
�����Ù�3���$ �����$���1 �g�&�"�<�$�&�#�1f ���$
�����0JT �ª�g���0���&�����1�����0�4�$��f J ���0�����"�3���$�•

�M�1 �����?�����
���$�� �Ù�8�0 �?�:���� �R�4�$�!�3���&�$���$f 1; f 2 : Rd ! C�Ž �9�&�$ �����$���$f 1 J�ª�1�4�#�#�����0�����0 ���1�3�Ž

� J (f 1; f 2) := f J
1

1
p

j det Jj
�KJ � T f 2 =

 
X

z2Zd

f 1(� � JT z)

!

f 2(J � T � )

�����$ �`�-���0���3�&�0�Ž �����0f 1 JT �ª�-���0���&�����1�����0�3 �4�$�� �#���3 �KJ � T f 2 �#�4�"�3���-�"���?�����0�3�•

�R�8�0 �������������$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���?���$J1; : : : ; Jn 2 Zd� d�Žn 2 N�Ž �����?�����
���$��

J l;k :=

( �
J j

� k
j = l 2

�
Zd� d

� k� l+1
�����"�"�11 � l � k � n�Ž

; �1�&�$�1�3

�����$ �����?�4�������+�0�������$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J l;k �Ž �����0 ������ �]���3�0���?���$J l ; : : : ; Jk �4�#�����1�1�3�• �K��������
�1�
���0�	�$�!�3 ������ �k�
���0�������:�����1��J l;k 2 X k� l+1 ������ �]���3�0���?���$J j �Žj = l; : : : ; k�Ž ���4�� ������ �]���$����X
���$ �]���3�0���?���$ �����$�• �M���$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J 1;n �Ž �Ù�8�0 �����$j det J j j = 2 �Žj = 1; : : : ; n�Ž �����"�3�Ž �������2�3
���<�������1�
���•

�R�8�0 �����$���$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J 1;n �1���$�� ������ �R�4�$�!�3���&�$���$BJ l;k �Žl; k 2 f 1; : : : ; ng�Ž �0���!�4�0�1���9 �����ª
�€�$�����0�3 ���4�0�
��

BJ l;k :=

(
� J l

�
g; BJ l +1 ;k

�
�����"�"�1l � k�Ž

g �1�&�$�1�3�Ž

�:�&������g : Rd ! C �����$�� �R�4�$�!�3���&�$ �#���3 �����$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �R�´�ž �4�$�� �R�µ�ž ���1�3�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�¹�•�K�� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$�ž�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 0 2 Zd� d�Žm0 = j detM 0j > 0�Ž �4�$�� �����$ �]���3�0���;�ª
�r���!�3�&�0J 1;n 2

�
Zd� d

� n
�Žn 2 N�Ž �0�����4�"�	�0���0 �]���3�0���?���$J l �Žl = 1; : : : ; n�• �M�1 �����?�����
���$�� �Ù�8�0

l = 1; : : : ; n �����:�����"�1M l := J l � : : : � J1M 0 �4�$��ml := j detM l j�•

�K���$�$ �������2���$ ������ �R�4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�Žl = 0; : : : ; n�Ž ���"�1�& ���$�1�����1�&�$�����0��' J n +1 ;n

M n
= ' ;

M n
�Ž

������ �������������$ �1���$�� ���4�0�
�� �����0�� �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$

ck
�
' J l +1 ;n

M l

�
:=

1
p

ml
BJ l +1 ;n (M � T

l k); k 2 Zd� d; l = 0; : : : ; n�Ž

�D�G �X�9 �3�9�X�X�H�G �(�\�k�h�h�Q�Z�²�9�g�i�Q�N�G �+�W�9�X�Q�G�g�k�Z�N�h�M�k�Z�W�i�Q�\�Z�G�Z�•
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�K�������� �����?�����
���$��

V J l +1 ;n

M l
:= span

n
�l y ' J l +1 ;n

M l
; y 2 P(M l )

o
; l 2 f 0; : : : ; ng�Ž

�����$ �j���4�# �����0 �l�0���$�1�"���3�� �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' J l +1 ;n

M l

���4�� �����# �]�4�1�3���0P(M l )�•

�\���#�#�� �·�•�º�•
�S�����������$ �1�������$ ������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�Žl =

0; : : : ; n�Ž ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �·�•�¹�• �K���$�$ �����"�3���$ ���&�"�����$���� �@�4�1�1�������$�‘

���ž �K���� �j�	�4�#�� �����0 �l�0���$�1�"���3�� �1���$�� �����1�
�����
���3���"�3�Ž �����$�$' J l +1 ;n

M l
2 V J l +2 ;n

M l +1
�Žl = 0; : : : ; n � 1�•

���ž �R�8�0 �����$ ���������1l 2 f 0; : : : ; ng �1���$�� ������ �l�0���$�1�"���3�� �ly ' J l +1 ;n

M l
�Žy 2 PS(M l )�Ž �"���$�����0 �4�$�����ª

���	�$�������•

�
�ž �k����g 2 Cr (Rd); r 2 N �4�$��l 2 f 0; : : : ; ng�• �K���$�$ �����"�3BJ l +1 ;n (M � T
l � ) 2 Cr (Rd)�•

���G�q�G�Q�h�¡���ž �k����l 2 f 0; : : : ; n � 1g �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3�• �M�1 �1����

âh :=
p

j det J l+1 jgJ l +1 (M � T
l h); h 2 GS(M T

l+1 )�•

�K�4�0�
�� �@�$�:���$�����$ �����0 �w���0�"�����4�$�� �9�&�$k 2 Zd ���$k = h + M T
l+1 z�Žh 2 GS(M T

l+1 )�Ž
z 2 Zd�Ž ���&�"���3

ch+ M T
l +1 z

�
' J l +1 ;n

M l

�
=

1
p mj

BJ l +1 ;n

�
M � T

l

�
h + M T

l+1 z
� �

=
1

p mj
� J l +1 (g; BJ l +2 ;n )

�
M � T

l h + JT
l+1 z

�

=

p
j det J l+1 j
p mj +1

� X

x2Zd

g
�
M � T

l h + JT
l+1 (x + z)

� �

� BJ l +2 ;n

�
J � T

l+1 (M � T
l h + JT

l+1 z)
�

= âh
1

p
ml+1

BJ l +2 ;n

�
M � T

l+1 h + z
�

= âhch+ M T
l +1 z

�
' J l +2 ;n

M l +1

�

�4�$�� �1�&�#���3 ���&�"���3 �#���3 �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž ������ �@�4�1�1�������•

�¼�·
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���ž �k����h 2 GS(M T
l )�Žl 2 f 0; : : : ; ng�• �K���$�$ ���&�"���3ch (' J l +1 ;n

M l
) = 1p

m l
BJ l +1 ;n (M � T

l h) �4�$��

M � T
l h 2 Q d�‘

�R�8�0l = n �����"�3ch (' J n +1 ;n

M n
) 6= 0�Ž �����$�$ �Ù�8�0x 2

�
� 1

2; 1
2

� d
���1�3BJ n +1 ;n (x) = g(x) > 0�•

�R�8�00 � l < n �����"�3 �-���0 �U�$���4�!�3���&�$ �8�����0l �Ž �����1�1 �$���
�� �U�$���4�!�3���&�$�1�9�&�0���4�1�1���3�?�4�$�� ������
�R�4�$�!�3���&�$BJ l +2 ;n (x) > 0 �Ù�8�0x 2

�
� 1

2; 1
2

� d
���1�3�• �k�&�#���3 �����"�3

BJ l +1 ;n (x) = � J l +1 (g; BJ l +2 ;n )(x)

=

 
X

z2Z

g(x + JT
l+1 z)

!

BJ l +2 ;n (J � T
l+1 x) > 0�Ž

�����$�$J � T
l+1 x 2 Q d �4�$��g ���1�3 �$���
���3�$�������3���9�• �K�������0 �����"�3ch

�
' J l +1 ;n

M l

�
6= 0 �Ù�8�0 ���"�"��h 2

GS(M T
l )�• �K���#���3 �1���$�� ������ �l�0���$�1�"���3�� �ly ' J l +1 ;n

M l
�Žy 2 PS(M l )�Ž �$���
�� �\���#�#�� �´�•�µ�¶ ���ž �"���$�����0

�4�$�������	�$�������•

�
�ž �R�8�0l = n ���$�3�1�-�0���
���3BJ l +1 ;n (M � T
l � ) �����0 �4�#M � T

n �����1�3���4�
���3���$ �R�4�$�!�3���&�$g �4�$�� ���1�3
�1�&�#���3 �$���
�� �r�&�0���4�1�1���3�?�4�$�� ���$Cr (Rd)�• �R�8�00 � l < n ���&�"���3 �������1 �#���3 �����0 ���"�����
�����$
�U�$���4�!�3���&�$ �:���� ���$ ���ž�•

�@�$���"�&�� �?�4�# �l�����" �
�ž �����1 �9�&�0�������$ �\���#�#���1 �"���1�1���$ �1���
�� ���4�
��1�ª�-���0���&�����1�
���� �R�4�$�!�3���&�$���$
~aJ l +1 : Rd ! C�Žl = 0; : : : ; n � 1�Ž �:���� ���$ �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�¸�ž ���$���������$�Ž �4�$�� �?�:���0

~aJ l +1 :=
p

j det J l+1 jgJ l +1 (M � T
l � )

=
p

j det J l+1 j
X

z2Zd

g(M � T
l � + JT

l+1 z)�• �•�·�•�º�ž

�K���#���3 �"�	�1�1�3 �1���
�� �����$�� ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' J l +1 ;n

M l
�Žl < n �Ž

���4�� �S�0�4�$���"������ �����0 �[�&���Þ�?�����$�3���$âh = ~aJ l +1 (h)�Žh 2 GS(M T
l+1 )�Ž ���# �����0�8�����0�"���������$�����$

�j���4�# V J l +2 ;n

M l +1
���$���������$�• �]���3 �������1���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ �4�$�� �\���#�#�� �´�•�¶�³ �"���1�1���$ �1���
�� �@�"���&�0���3���ª

�#���$�Ž �:���� ������ �`�0�3���&�$�&�0�#���"���1�����0�4�$�� �����0 �l�0���$�1�"���3�� �&�����0 �����$�� �g�0�&�����!�3���&�$ ���4�� �����$ �j���4�#
�����0 �l�0���$�1�"���3�� �ly ' J l +1 ;n

M l
�Žy 2 PS(M l )�Ž ���4�0�
���Ù�8���0���$�•

�\���#�#�� �·�•�»�•
�k����n 2 N�ŽJ 1;n 2 f JX ; JY ; JD gn �4�$�� ������ �R�4�$�!�3���&�$g = BEd = � �• �K���$�$ ���$�3�1�-�0���
�����$ ������
���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�Žl = 0; : : : ; n�Ž �����$ �K���0���
���"���3�ª

�[���0�$���$D �0��
M l

���4�1 �Ÿ�µ�¼�Ž �@���1�
���$���3�3 �¹� �•

�¼�¸
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���G�q�G�Q�h�¡�R�8�0l = n ���1�3 �#���3 �����$ �[�&���Þ�?�����$�3���$

� k =
1

p mj
� (M � T

n k); k 2 K (M T )�Ž

������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' ;
M n

�������$�3���1�
�� �#���3 �����# �0�����"�"���$ �K���ª
�0���
���"���3�ª�[���0�$D �0��

M n
�Ž �9���"�• �Ÿ�µ�¼�Ž �k�• �¹�³� �• �R�8�0l < n �����"�3 �-���0 �U�$���4�!�3���&�$ �8�����0l �4�$�� �����0 �l���3�1���
�����Ž

�����1�1 �1���
�� ������ �k�4�#�#�� ���$

BJ l +1 ;n =

 
X

z2Zd

� (� � JT
l+1 z)

!

BJ l +2 ;n (J � T
l+1 � )

�"���������"���
�� ���$ �����$ �j���$���-�4�$�!�3���$ �9�&�$� �4�$�3���0�1�
�����������3 �4�$�� �������1�� ���4�0�
�� ������ �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$
�:���������0 �����0�����1�3���"�"�3 �:���0�����$�Ž �����1�1BJ l +1 ;n = � �Žl = 0; : : : ; n�•

�H�����1�-�����" �·�•�¼�•
�R�8�0 ������ ���&�"�����$�����$ �H�����1�-�����"�� �1����n = 1�Ž ���"�1�& ������ �w���0�"�����4�$�� �����$���1 �\���9���"�1 �����0 ���� �"�� �r���"�ª
�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' (J)

N ; ' ;
M �����3�0���
���3���3�• �K���� ���������� �9���0�:���$�����3��

�R�4�$�!�3���&�$g = B � �:�4�0���� �����0�����3�1 ���$ �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�·�ž �����$�����Ù�8���0�3�•

���ž �R�8�0d = 1 �4�$��M = 2N; N 2 N�Ž ���"�1�&J = 2�Ž �1�&�:����N > T 2 N �4�$��S = 2T <
2N = M �1����� = T

N = S
M �• �K���$�$ ���$�3�1�-�0���
�����$ �Ù�8�0S + T = 3N� � N

2 �Ž �9���"�• �•�·�•�µ�ž�Ž

������ �R�4�$�!�3���&�$���$' ;
M ; ' (J )

N ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �·�•�¹ �����$ �!�"���1�1���1�
�����$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª
�]���3�3���"�$' S

M ; ' T
N ���4�1 �Ÿ�¸�³� �•

���ž �M�1 �1�������$d = 2�Ž� = 1
10(1; 1)T �ŽN X =

�
8 2
0 8

�
�4�$��M = JX N X �• �K���� ���� �"�� �r���"�"����

�g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' ;
M �4�$��' (JX )

N X
�1���$�� �8�����0 �����0�� �R�&�4�0�����0�ª�[�&�ª

���Þ�?�����$�3���$ ���"�1 �@���3���1�3�4�$�����$ �����0 �����������$ �1�3���3�������$ �R�4�$�!�3���&�$���$
p

m� 1g(M � T � ) �4�$��p m
2

� 1
� JX (g; g)

�
N � T

X �
�

�������������$�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$���$ �1���$�� �������$�3���1�
�� �#���3 �����$�����$�������$�Ž
������ ���# �@���1�
���$���3�3 �·�•�´ �#���3� = � = 1

10(1; 1)T �����3�0���
���3���3 �:�4�0�����$�• �K���� �9�&�$0 �9���0�1�
�������ª

�����$���$ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck
�
' (JX )

N X

�
�Žk 2 Zd�Ž �1���$�� �?�4�1���#�#���$ �#���3 �����0 �1�3���3�������$

�R�4�$�!�3���&�$
p m

2
� 1

B 1
10

(N � 1
X � )�Ž ���4�1 �����0���$ �@���3���1�3�4�$�� �1���� ���$�3�1�3�������$�Ž ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�· ���ž

�����?�������3�• �K���� �����#���3 �����€�$�����0�3�� ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' (JX )
N X

���1�3 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�· ���ž �����0�����1�3���"�"�3�•

�
�ž �R�8�0 ������ �w���0�"�����4�$�� ���4�1 ���ž �#���3� = � = 0 ���$�3�1�3�������$ ������ �K���0���
���"���3�ª�[���0�$��DM �4�$��
DN X �Ž �9���0���"�����
���� �\���#�#�� �·�•�»�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$

p m
2

� 1
B0�Ž ���4�1 �����0���$ �@���3���1�3�4�$�� ������ �[�&�ª

���Þ�?�����$�3���$ck (DN X ) ���$�3�1�3�������$�Ž ���1�3 �$���
���3 �1�3���3�����Ž �9���"�• �@�������"���4�$�� �·�•�· �
�ž�• �U�# �r���0���"�����
��
�?�4�# �K���0���
���"���3�ª�[���0�$DN X ���1�3 ������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$
' (JX )

N X
���"���3�3���0�Ž �9���"�• �����?�4 ������ �@�������"���4�$�����$ �·�•�· ���ž �4�$�� ���ž�•

�¼�¹
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���•
p m

2
� 1

B 1
10

(N � 1
X � ) �4�$��ck (' J X

N X
)�• ���• ' (J X )

N X
�•

�
�•
p m

2
� 1

B0(N � 1
X � ) �4�$��ck (DN X )�• ���•DN X �•

�@�������"���4�$�� �·�•�·�•�K���� �R�&�4�0�����0 �[�&���Þ�?�����$�3���$' (JX )
N X

�����0 ���$ �H�����1�-�����" �·�•�¼ ���ž �����ª

�1�
���0���������$���$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' (JX )
N X

���$ ���ž �4�$�� ���ž ���# �r���0���"�����
�� �?�4�# �K���0���
���"���3�ª�[���0�$DN X ���4�1 �H�����1�-�����" �·�•�¼ �
�ž�Ž
�����0 ���$ �
�ž �4�$�� ���ž �����0�����1�3���"�"�3 ���1�3�•

�¼�º
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���•B (J D )(JT
D � )�• ���•���# �U�$�3���0�9���"�"

�
� 1

5 ; 1
5

�
�

�
� 13

20; � 9
20

�
�•

�
�•
p m

2
� 1

B (J D )(N
� 1
X � ) �4�$��ck (' (J D )

N D
)�• ���• ' (J D )

N D
�•

�@�������"���4�$�� �·�•�¸�•�U�$ �@�$���"�&������ �?�4 �@�������"���4�$�� �·�•�µ ���ž ���1�3B (JD )(JT
D � ) ���4�1 �H�����1�-�����"

�·�•�¼ ���ž ���$ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�’ �����0 �M���$�������3�1�!�4���4�1 �!�&�0�0���1�-�&�$�������0�3 �������0 �?�4 �����#�ª
�����$�������$ ���?���"�•M � T �• �K���0 �����0�9�&�0�������&�����$�� �H���0�����
�� ���1�3 ���$ ���ž �9���0���0�+�2���0�3
�����0�����1�3���"�"�3�• �@�4�� ���"�"���$ �S���3�3���0�-�4�$�!�3���$ ���$ �
�ž �"���������$ ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?���ª
���$�3���$ck (' (JD )

N D
)�Ž �9�&�$ �����$���$ ������ ���
���3 �-�&�1���3���9���$ �����$�����?�����
���$���3 �1���$���• �K����

�����0���4�1 �0���1�4�"�3�����0���$���� �R�4�$�!�3���&�$' (JD )
N D

���1�3 ���$ ���ž �����?�������3�•

���ž �k�������$d �4�$��� �:���� ���$ ���ž �4�$��N D =
�

15 4
� 1 4

�
�• �K���$�$ ���1�3 �#���3M = JD N D �������1�� �]���3�0���;

M �������$�1�& �:���� ���4�1 ���ž�• �H���� �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���ª
�"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' ;

M �4�$��' (JD )
N D

���$�3�1�3�����3 �����0 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¶ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�� �s���ª

�����0�1�-�0�4�
�� �$���
���3�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$
p m

2
� 1

BJ 1;1 (M
� T � ) =

p m
2

� 1
[g; g]JD (M � T � ) ���1�3 ���$

�@�������"���4�$�� �·�•�¸ ���ž �����?�������3�Ž �:�&������ ���$�1�����1�&�$�����0�� �����0 �H���0�����
�� �4�# �����$ �g�4�$�!�3(0; � 1
2)T

���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¸ ���ž ������ �k�3���3�����!�����3 �����0 �R�4�$�!�3���&�$ �9���0�����4�3�"���
���3�• �K���� �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?���ª
���$�3���$ck

�
' (JD )

N D

�
=

p m
2 [g; g]JD

�
N � T

D k
�

�1���$�� ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¸ �
�ž �?�4�1���#�#���$ �#���3 �����#

�����$�?�?�����"�������$ �S���3�3���0 �����0�����1�3���"�"�3�Ž ������ �����#���3 �����€�$�����0�3�� �R�4�$�!�3���&�$' (JD )
N D

���$ �@�������"���4�$��
�·�•�¸ ���ž�• �M�1 �"���������$ ���� ���0���� �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���$ ���������# �����0 �9�����0 �H���0�����
�����Ž ������ ���4�0�
�� ������JT

D �ª
�g���0���&�����1�����0�4�$�� �#���$���-�4�"�����0�3 �:�4�0�����$ ���# �r���0���"�����
�� �?�4�0 �R�4�$�!�3���&�$

p m
2

� 1
g(N � T

D � )�•

�¼�»
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�•�•M T
0
�•

M T
1

�•

M T
2

�•

M T
3

���•M 3 = JX JY JY M 0�•

�•�•M T
0
�•

M 0T
1

�•

M 0T
2

�•

M T
3

���•M 3 = JD JD JY M 0�•

�@�������"���4�$�� �·�•�¹�•�w�:���� �4�$�3���0�1�
���������"���
���� �]�+���"���
���!�����3���$�Ž ������ �]���3�0���;M 3 ���"�1
�g�0�&���4�!�3 ���0�������0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ �4�$��M 0 �?�4 �1�
���0���������$�’ ���"�"�4�1�ª
�3�0�����0�3 ���$�����$�� �����1 �l�0�	�����0�1�Ž �����$ ������ �R�4�$�!�3���&�$���$BJ l; 3 (M � T

l � ) ���?�:�•
BJ 0

l; 3
(M 0� T

l � ) ���4�1 �����0 �K���€�$���3���&�$ �·�•�¹ �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�]���3�3���"

' J l +1 ;3

M l
�Žl = 0; 1; 2; 3�Ž �$���
�� �M�������$�1�
�����Ù�3 �R�´�ž �9�&�$g �#���$�����1�3���$�1 �����1���3�?���$�•

�K���� �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$ ���0�#�+���"���
���3
���"�1�&�Ž ���4�1���������$�� �9�&�$ �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$g�4�$�� �����$���0 �]���$���� ���$ �0�����4�"�	�0���$ �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���ª
�?���$J l �Žl = 1; : : : ; n�Ž �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
���$�?�4���������$�Ž �1�& �����1�1 ������ �����?�4�������+�0���ª

�����$ �j�	�4�#�� �����1�3���ê���"�3 �1���$�� �4�$�� �����:�����"�1 ������ �K���#���$�1���&�$ml �����1���3�?���$�• �K�������� ���	�$���3' J l +1 ;n

M l

�9�&�$ �����$n � l �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ ���4�1 �����# �r���!�3�&�0J l+1 ;n ���� �4�$�� �!���$�$ �0���!�4�0�1���9 �#���3�3���"�1
BJ l +1 ;n �����0���
���$���3 �:���0�����$�• �K���� �[�&���Þ�?�����$�3���$�Ž �:���"�
���� ������ �R�4�$�!�3���&�$' J l +1 ;n

M l
�Ù�8�0l < n ���#

�����0�8�����0�"���������$�����$ �j���4�#V J l +2 ;n

M l +1
�
�����0���!�3���0���1�����0���$�Ž �"���1�1���$ �1���
�� �����$���������$ ���;�-�"���?���3 �4�$�� ���$

�����1�
���"�&�1�1���$���0 �R�&�0�# ���4�0�
�� �[�&���Þ�?�����$�3���$âh �Žh 2 G(M T
l+1 )�Ž ���4�1 �����# �H���:�����1 �9�&�$ �\���#�ª

�#�� �·�•�º ���ž ���$�������������$�•

�R�8�0 ������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�1���$�� ���"�1�& �:���� ������

�����0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f J lgl> 0; f Vkgk� 0

�
������ �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ �9�&�$ �����1�&�$�����0���0

�H�������4�3�4�$���• �K���1�1 ���1 ���������� �$���
���3 �$�4�0 �����$�8���3�Ž ������ �]���3�0���?���$M 0 �4�$��M n �?�4 �!���$�$���$�Ž �:����
���1 ���# �����$�����#���$�1���&�$���"���$ ���<�������1�
�����$ �R���"�" �#�+���"���
�� �:�	�0���Ž �?�������3 �����1 ���&�"�����$����

�H�����1�-�����" �·�•�´�³�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �K�������&�$���"�#���3�0���;M 3 = N E2�ŽN 2 4Z�• �K���� �]���3�0���;M 0 = diag

�
N
2 ; N

4

�

���1�3 �#���3 �����$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0���$J 1;3 =
�
JY ; JY ; JX

�
�Ž ���"�1�&M 3 = JX JY JY M 0 �4�$��J 0

1;3 =�
JY ; JD ; JD

�
�Ž ���"�1�&M 3 = JD JD JY M 0�Ž �����0�1�3���"�"�����0�• �H�������� �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0���$ �!�+�$�$���$ �Ù�8�0

������ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;3

M l
���?�:�•

'
J 0

l +1 ;3

M 0
l

�#���3M 0 = M 0
0 �4�$��M 3 = M 0

3 �9���0�:���$�����3 �:���0�����$�• �U�$ �@�������"���4�$�� �·�•�¹ �1���$�� �Ù�8�0 ����������

�¼�¼
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�]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0���$J 1;3 �4�$��J 0
1;3 ������ �S���������3��M T

l Q2 ���$ ���ž �4�$��M 0
l
T Q2 ���$ ���ž �����?�������3�• �K�����ª

�1�� �S���������3�� �1���$�� �����������$�������$�Ž ������suppBJ l +1 ;3 (M
� T
l � ) ���?�:�•suppBJ 0

l +1 ;3
(M 0

l
� T � ) �����:�����"�1

�#���$�����1�3���$�1 �4�#�����1�1���$�Ž ����g ������ �M�������$�1�
�����Ù�3 �R�´�ž ���0�Ù�8�"�"�3�• �R�8�0l = 2 �4�$�3���0�1�
�����������$ �1���
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2
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���$ �����$ ���$
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���3 �����# �K���0���
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�����3�0���
���3���$�• �M���$�� �#�+���"���
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f Vj gj � 0
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���4�1 �\���#�#�� �´�•�¶�¶ �!���$�$ ���$���"�&�� �Ù�8�0 ������ �R�4�$�!�3���&�$���$BJ l;k �Žl; k 2 f 1; : : : ; ng�Žn 2
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 J l +1 ;n

M l
�����€�$�����0���$�• �R�8�0 �����$���$ ���<�������1�
�����$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J 1;n �1���$�� ������ �r���!�3�&�0���$v l 2

P(JT
l )nf 0g �4�$��w l 2 P(J l )nf 0g�Žl = 1; : : : ; n�Ž �����$�����4�3���� �����1�3���#�#�3�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$���$

~BJ l;k �Ž1 � l � k � n 2 N�Ž �����0���$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J 1;n ���<�������1�
�� ���1�3�Ž �1���$�� �������������$ ���4�0�
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�����������$ �1���
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���0���3�3�• �@�$ �k�3���"�"�� �����0
�R�4�$�!�3���&�$g �3�0���3�3 �������0 �����0���$ �l�0���$�1�"���3 �lv l
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g = g(� � v l ) �4�$�� �����0 �R���!�3�&�0e� 2� i� T w l �:���0��

���0���	�$�?�3�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�´�´�•�K�<�������1�
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�����0
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�K���$�$ �������2���$ ������ �R�4�$�!�3���&�$���$ J l +1 ;n
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�
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~BJ l +1 ;n (M � T
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�D�G �X�9 �3�9�X�X�H�G �(�\�k�h�h�Q�Z�²�9�g�i�Q�N�G �4�9�p�G�X�G�i�h�•

�K�������� �����?�����
���$�� �Ù�8�0l 2 f 0; : : : ; n � 1g

W J l +1 ;n

M l
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n
�l y  J l +1 ;n

M l
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���4�� �����# �]�4�1�ª
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�R�8�0n 2 N�Ž �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 0 2 Zd� d �1�&�:���� �����$���$ ���<�������1�
�����$ �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0
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�
Zd� d
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���ž �M�1 �����"�3 ������ �&�0�3���&���&�$���"�� �w���0�"�����4�$��V J l +2 ;n

M l +1
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���ž �k����g 2 Cr (Rd); r 2 N�• �K���$�$ �����"�3

~BJ l +1 ;n (M � T
l � ) 2 Cr (Rd)�•

���G�q�G�Q�h�¡�k����l 2 f 0; : : : ; n � 1g �����"���������� �������0 �����1�3 �����:�	���"�3�• �K���� �����������$ �r���!�3�&�0���$v l+1 2
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p
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�K���� �@�4�1�1������ ���&�"���3 �����$�$ �#���3 �����$ ���"�����
�����$ �k�
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���� ������ �S�"�����
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�[�&���Þ�?�����$�3���$b̂h �Žh 2 G(M T
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�� �@���3���1�3�4�$�� ���0�����"�3���$���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ �!���$�$ ���$�1�
���"�����2���$�� �������$�1�& ������ �s���9���ª
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�����$ �s���9���"���3�1 ������ �����$�����#���$�1���&�$���"���$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�s���9���"���3�1�Ž �9���"�• �Ÿ�¸�³�Ž �@���1�
���$���3�3
�·�•�µ�  ���# �R���"�"d = 1�Ž �����"�"�1g = b� �#���3� � 1

6 ���1�3�• �K���� �K���0���
���"���3�ª�s���9���"���3�1�Ž ������ ���$ �Ÿ�µ�¼�Ž �S�"�����ª
�
���4�$�� �•�·�µ�ž�  �����€�$�����0�3 �:���0�����$�Ž ���0���������$ �1���
���Ž �����"�"�1g = � ���1�3�Ž �:�&������ �����0 �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0
J 1;n �����$�$ �:���������0 ���4�� ������ �]���3�0���?���$JD �ŽJX �4�$��JY �����1�
���0�	�$�!�3 �1�����$ �#�4�1�1�• �s�	���0���$�� ���"�1�&
�������1���0 �@�$�1���3�? ���������� �R�	�"�"�� ���4�� �����$ ���$���1�&�3�0�&�-���$ �R���"�" ���0�:�����3���0�3�Ž �9���0���"�"�����#�����$���0�3 ���0 ���4�
��
������ �R�	�"�"�� �1���"���1�3�Ž �����$�$ ���1�3 ���# ���0�1�3���$ �R���"�"� > 1

6 �&�����0 ���# �?�:�����3���$ �����$�� �K���"���3���3���&�$�1�#���ª
�3�0���;J �$���
���3 �����$�� �����0 �K�0�������$�Ž �1�& ���0���������$ �1���
�� ���$ �������1���0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �3�0�&�3�?�����# ���8�"�3������
�s���9���"���3�1�•

�H�����1�-�����" �·�•�´�¶�•
�S�����������$ �1�������$ �:���� ���$ �����$ �H�����1�-�����"���$ �·�•�¼ ���ž �4�$�� ���ž �#���3n = 1 ������ �]���3�0���?���$M =

�
16 4
0 8

�
�Ž

N X = J � 1
X M �4�$��N D = J � 1

D M �• �K���$�$ �1���$�� ������ �����?�4�������+�0�������$ �s���9���"���3�1 (JX )
N X

�4�$�� (JD )
N D

���$ �@�������"���4�$�� �·�•�º �����0�����1�3���"�"�3�‘ �s���� ������ �����$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' (JX )
N X

�4�$��' (JD )
N D

�:���0��
���$ �����$ �@�������"���4�$�����$ ���ž �4�$�� ���ž �����4�3�"���
���Ž �����1�1 ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����0 �s���9���"���3�1
 (JX )

N X
�4�$�� (JD )

N D
�9�&�0 �]�4�"�3���-�"���!���3���&�$ �#���3e� 2� ik T M � 1

l � 1w l �Žw l 2 P(JX ) ���?�:�•w l 2 P(JD )�Ž
���"�1 �@���3���1�3�4�$�� �����$���0 �1�3���3�������$ �$���
���3�$�������3���9���$ �R�4�$�!�3���&�$ ���$�3�1�3�������$�• �U�$ �����$ �����?�4�������+�0���ª
�����$ �@�������"���4�$�����$ �
�ž �4�$�� ���ž ���1�3 ���$ �����$ �[�&�$�3�4�0�-�"�&�3�1 ���0�1���
���3�"���
���Ž �����1�1 ���������� �s���9���"���3�1 ���&�ª
���� �R�0���/�4���$�?���$ �����:���1�1���0 �j���
���3�4�$�����$ �����1���3�?���$�Ž �:�&������ �Ù�8�0 �����1 �s���9���"���3 (JX )

N X
�����$�� �j���
���ª

�3�4�$�� �4�$�� �Ù�8�0 (JD )
N D

�?�:���� �j���
���3�4�$�����$ ���$ �R�&�0�# �9�&�$ ���� �?�:���� �K�0�������
�!���$ �9�&�$ �H�������4�3�4�$��

�1���$���• �K�����1�� �g�0�	�����0���$�? �:���0�� ���4�
�� ���$ �����$ �@�������"���4�$�����$ ���ž �4�$�� �Ù�ž �����0 �R�4�$�!�3���&�$���$ (JX )
N X

�4�$�� (JD )
N D

���# �`�0�3�1�����0�����
�� �����4�3�"���
���•

�·�•�· �j���
���3�4�$���1�1���"���!�3���9�� �s���9���"���3�1

�^�������$ �����0 �M�������$�1�
�����Ù�3 ���4�1 �\���#�#�� �·�•�º �
�ž �4�$�� �·�•�´�µ ���ž�Ž �����1�1 ������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª
���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�4�$�� �ª�s���9���"���3�1 J l +1 ;n

M l
�����?�8���"���
�� �����0���0 �R�&�4�0�����0�ª

�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����:�����"�1 ���"�1 �@���3���1�3�4�$�� �����$���0 �����"���������� ���"���3�3 �:�	���"�����0���$ �R�4�$�!�3���&�$BJ l +1 ;n

���?�:�•~BJ l +1 ;n ���$�3�1�3�������$�Ž ���1�3 �����$ �:�����3���0���0 �:���1���$�3�"���
�����0 �g�4�$�!�3�Ž �����1�1 �Ù�8�0 ������ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���ª

�&�$ �����0d�ª�����#���$�1���&�$���"���$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �s���9���"���3�1 J l +1 ;n

M l
���"�"�� �]���3�0���?���$

�´�³�¶



�† �,�g�Q�N�\�Z�\�Y�G�i�g�Q�h�B�P�G �(�\�X�s�Z�\�Y�G

���•�¶�K�ª�g�"�&�3 �����0jck ( (J X )
N X

)j�• ���•�¶�K�ª�g�"�&�3 �����0jck ( (J D )
N D

)j�•

�
�•�[�&�$�3�4�0�-�"�&�3 �����0jck ( (J X )
N X

)j�• ���• �[�&�$�3�4�0�-�"�&�3 �����0jck ( (J D )
N D

)j�•

���• (J X )
N X

�• ���• (J D )
N D

�•

�@�������"���4�$�� �·�•�º�•�K���� �s���9���"���3�1 (JX )
N X

�4�$�� (JD )
N D

���# �r���0���"�����
���•

�´�³�·



�†�¡�† �*�Q�B�P�i�k�Z�N�h�h�G�X�G�W�i�Q�p�G �4�9�p�G�X�G�i�h

J 2 Zd� d �����0 �H���3�0�����1�����3���0�#���$���$�3��2 ���# �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J l+1 ;n �#�+���"���
�� �1���$���• �K�����1���0
�@���1�
���$���3�3 �1�3���"�"�3 �����$�� �]���3���&���� �9�&�0�Ž ������ ���$�1�����1�&�$�����0�� ���4�� �H���1���1 �����0 �k�
�����0�4�$���1�#���3�0���ª
�?���$J �

X =
�

2 0
� 1 1

�
�4�$��J �

Y =
�

1 � 1
0 2

�
�����$�� �����1�3���#�#�3�� �j���
���3�4�$�� ���$ �����$ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#���$

V J l +1 ;n

M l
�-�0�	�����0�����0�3�• �K�����1 �:���0�� ���$�����$�� �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����1�3���#�#�3���0 �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0���$

J 1;n �9�&�0�����1�3���"�"�3�Ž �:�&������M n ���"�1 �K�������&�$���"�#���3�0���; �����:�	���"�3 �:���0���• �K���� �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �&�0���ª
���$�3�����0�3 �1���
�� �1�&�#���3 �����0���$�Ž �����1�1 �K���3���$ ���	�4�€�� ���4�� �����$���# �l���$�1�&�0�-�0�&���4�!�3�ª�S���3�3���0 �������������$
�1���$���• �@�$���"�&�� �!���$�$ �������&�
�� ���4�
�� �#���3 �����0 ���$�3�:�&�0�����$���$ �]���3�0���;M 1�Ž �:���"�
���� ������ �j���
���3�4�$��
���$�3���	�"�3�Ž �����1���#�-�"���� �4�$�� �1�
���"�����2�"���
�� �#���3J1 �?���0�"�����3 �:���0�����$�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�´�·�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�• �M���$ �r���!�3�&�0v 2 @

�
M T

�
� 1

2; 1
2

� d�
� Rd ���4��

�����# �j���$�� �����1 �#���3M T �#�4�"�3���-�"���?�����0�3���$�Ž �?���$�3�0�����0�3���$ �M���$�������3�1�!�4���4�1 �������2�3�*�Q�B�P�i�k�Z�N�9�&�$
M �•

�K���� �j���
���3�4�$�����$ �����$���0 �]���3�0���;M �1���$�� �$���
���3 �$�&�0�#�����0�3�Ž �����0�� ���4�!�"�������1�
���� �\�	�$����kvk �������3
�����$�� �]�+���"���
���!�����3 ���$�Ž �1���� �?�4�����$���$�����0 ���$ �j���"���3���&�$ �?�4 �1���3�?���$�’ �1���� �����$�8�����$ �������&�
�� �$���
���3�Ž
�4�# �Ù�8�0 �����$�� �j���
���3�4�$��v ���$�?�4���������$�Ž �:���� �9�����"�� �����$�?�?�����"������ �g�4�$�!�3�� ���4�� �����$���0 �S���0�������$ ���$
�j���
���3�4�$��v ���$ �����0 ���0�?���4�����$���� �]���$����G(M T ) �"���������$�• �K���?�4 �1�������$ ���# �R�&�"�����$�����$ �1�-���?�����"�"��
�j���
���3�4�$�����$ �����3�0���
���3���3�•

�K���€�$���3���&�$ �·�•�´�¸�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 2 Zd� d�• �K���� �r���!�3�&�0���$v i := 1

2M T ei �Ži = 1; : : : ; d�Ž
�����?�����
���$���$ �1�-���?�����"�"�� �j���
���3�4�$�����$ �9�&�$M �• �k����i j �Žj = 1; : : : ; d�Ž �����$�� �k�&�0�3�����0�4�$�� �����0 �U�$�����ª
�?���11; : : : ; d�Ž �1�& �����1�1kv i l k � k v i k k �Ù�8�0l � k�•

�K���$�$ �������2�3 ������ �]���$���� �����0 �$�&�0�#�����0�3���$ �r���!�3�&�0���$

R M = R :=
n v i j

kv i j k
; j = 1; : : : ; d;kv i j k = kv i d k

o

���G�Z�N�G �D�G�g ���9�k�e�i�g�Q�B�P�i�k�Z�N�G�Z�9�&�$M �4�$��lM := kv i d k ���1�3 ���������<�Z�N�G �D�G�g ���9�k�e�i�g�Q�B�P�i�k�Z�N�G�Z�• �U�1�3
�����1 �]���;���#�4�# �����$�����4�3�����Ž ���"�1�&jRj = 1�Ž �1�& �������2�3v i d �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �9�&�$M �• �K���� �T���4�-�3�ª
�0���
���3�4�$��v i d �������2�3�D�\�Y�Q�Z�9�Z�i�Ž �����"�"�1lM = kv i d k > 2kv i d� 1k�•

�M�1 �����"�3ni = 2kv i k 2 N �4�$�� ���1 �����"�3 �:�������$ �K���€�$���3���&�$ �´�•�´ �����0 ���0�?���4�����$�����$ �]���$����G(M T )�Ž
�����1�1 �9�&�# �m�0�1�-�0�4�$�� ���4�1 ���$ �j���
���3�4�$��v i ���$�1�����1���#�3ni �-�����0�:�����1�� �4�$�3���0�1�
���������"���
���� �g�4�$�!�ª
�3��h 2 G(M T ) ���4�� �����$���# �w�<�!�"�4�1 �"���������$�•

�´�³�¸



�† �,�g�Q�N�\�Z�\�Y�G�i�g�Q�h�B�P�G �(�\�X�s�Z�\�Y�G

�K���€�$���3���&�$ �·�•�´�¹�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �w���0�"�����4�$�� �����0 �0�����4�"�	�0���$ �]���3�0���;M = JN �ŽJ; N 2 Zd� d�Žj det Jj = 2�•
�K���0 �����?�4�������+�0������ �s���9���"���3�ª�j���4�#W (J)

N �1�&�:���� �����1 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �s���9���"���3
 (J)

N ���4�1 �K���€�$���3���&�$ �·�•�´�´ �������2���$

���ž�g�Q�B�P�i�k�Z�N�h�G�g�P�9�X�i�G�Z�D�•�Ù�8�0 �����$�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$��v � 2 R M �ž�Ž �����"�"�1 �����$�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$��v 2
R M ���;���1�3�����0�3 �•���?�:�•v = v � ���1�3�ž�Ž �1�& �����1�1lM v �����$�� �j���
���3�4�$�� �9�&�$N ���1�3�•

���ž�g�Q�B�P�i�k�Z�N�h�h�G�Z�h�Q�i�Q�p�Ž �����"�"�1 �Ù�8�0 �����$�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$��v 2 R M �9�&�$M �����"�3�Ž �����1�1lM
2 v 2 R N

���1�3�•

�K���� ���&�"�����$�����$ �H���3�0���
���3�4�$�����$ �!�&�$�?���$�3�0�����0���$ �1���
�� ���4�� �����$ �R���"�"d = 2�Ž �����$���4���0 ������ �]���ª
�3�0���?���$J 2 J �Ž �9���"�• �•�·�•�¶�ž�• �U�$�1 �]�����0�����#���$�1���&�$���"�� �9���0���"�"�����#�����$���0�3 �1���$�� �������1 ���"�"�� �k�!���ª
�"�����0�4�$�����$ �9�&�$ �@�
���1���$ �4�$�� �K�0�����ª�k�!���"�����0�4�$�����$ ���$ �����$���0 �M�����$���• �\���������"���
�� �Ù�8�0 �k�
�����0�4�$�ª
�����$ ���0���������$ �1���
�� �r���0�	�$�����0�4�$�����$ ���$ �T�<�-���0�������$���$�Ž ���3�:�� ������ �����0 �k�
�����0�4�$���1�#���3�0���;J =�

1 0 1
0 1 1
0 0 2

�
�• �K�&�0�3 �����"�3���$ ������ ���&�"�����$�����$ �H���3�0���
���3�4�$�����$ �����?�8���"���
�� �����0 �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$�����$

�M�������$�1�
�����Ù�3 �������&�
�� ���$�1�����1���#�3 ���$���"�&���•

�@�4�1 �����0 �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �k�3�0���
�!���$
�
� 1

2; 1
2

�
�

�
� 1

2

	
���?�:�•

�
� 1

2

	
�

�
� 1

2; 1
2

�
���&�"���3 �����0���!�3

�\���#�#�� �·�•�´�º�•
�k����N 2 Z2� 2 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;�• �K���1 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3������ �s���9���"���3 (J)

N �ŽJ 2 J �Ž
���1�3 �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$�� �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$J 6= JD �•

�R�8�0 �����$�� �s���9���"���3�ª�w���0�"�����4�$�� �����:���1�1���0 �K���3���$�Ž ���"�1�& �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$f M 2 V ' ;
M

M �#���3 �����$���0
���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' ;

M �Ž �4�$�� �����$���0 �j���
���3�4�$��v � 2 R2�Ž
kv � k = 1�Ž �1�3���"�"���$ ������ ���&�"�����$�����$ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�����$ �����$�� �s�����" �����1 �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0�1J 1;n �9�&�0�Ž
�1�& �����1�1 ������ ���&�#���$���$�3�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �9�&�$N �����0 �w���0�"�����4�$��M = Jn � : : :�J1N ������ �j���
���ª
�3�4�$��v � ���$�$�	�����0�3�• �K�������� �������3 ���1 �1�3���3�1 �����$�� �:�����3���0�� �w���0�"�����4�$��N = J0N 0�Ž �����0���$ �s���9���ª
�"���3 (J0 ��� Jn )

N 0 �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9 �����?�8���"���
�� �����0v � ���$�$�	�����0�$�����$�Ž ���&�#���$���$�3���$ �T���4�-�3�0���
���ª
�3�4�$�� ���1�3�• �U�"�"�4�1�3�0�����0�3 �:���0�����$ ������ ���&�"�����$�����$ �H���3�0���
���3�4�$�����$ �1�3���3�1 �����?�8���"���
�� �����1 �#���$���#���ª
�"���$ �l�0�	�����0�1 �����0 �R�4�$�!�3���&�$g ���4�1 �����$ �K���€�$���3���&�$���$ �·�•�¹ �4�$�� �·�•�´�´�• �K���?�4 �1���� �9���0�!�8�0�?���$�� �Ù�8�0
J 1;n ���$�1�3���"�"�� �����0 �]���3�0���?���$ ������ �H�4�
���1�3�������$�!�&�#�����$���3���&�$ �����0 �]���3�0���?���$ ���4�1J �����$���$�$�3�‘
�K���0 �r���!�3�&�0
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JD ; JY ; JY ; J+

Y ; JX
�

�1���� �������1�-�����"�1�:�����1�� �!�4�0�? �#���3 �”�K�u�u�u+ �t�– �����?�����
���$���3�•

�R�8�0 �����$�� �]���3�0���;M = diag(N; N ) 2 Z2� 2; 3 < N 2 N�Ž �1���$�� ������ �#�+���"���
�����$ �w���0�"�����4�$�����$
�Ù�8�0 �?�:���� �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$J1; J2 2 J ���$ �l�������"�"�� �·�•�´ �����?�������3�• �K���1 �	�4�2���0�� �i�4�����0���3
���1�3 ���������� �����0 �j���$��@

�
M T Q2

�
�Ž ������ ���$�$���0�1�3�� �R�"�	�
���� �1�3���"�"�3N T Q2 �����0�Ž �:�&������ ������ �]���3�0���;N

�����:�����"�1 ���4�0�
�� ������ �w���0�"�����4�$��M = J2J1N �������������$ ���1�3�•
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�@�������"���4�$�� �·�•�»�•�M���$�� �T�	�"�Ù�3�� �����0 �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �•�����1�3�0���
�����"�3�ž �4�$�� �����0 �"�	�$�����$�ª
���0�����"�3���$�����$ �j���
���3�4�$�����$ �•�3�����"�:�����1�� ���������1���3�?�3�ž�• �K���� �K�������&�$���"���$ �1���$��
���������� �"���������"���
�� ���;���!�3 ���"�1 �T���4�-�3�0���
���3�4�$�����$ �9�&�0�����$�����$�Ž �:���$�$ �#���3�3���"�1
J1 = JD ���4�� ������ �j���
���3�4�$���1���0�����"�3�4�$�� �9���0�?���
���3���3 �:���0���•

�R�8�0J1 = JD �&�����0J2 = JD ���1�3 ���$���"�&�� �?�4�# �\���#�#�� �·�•�´�º �!�����$�� �����0 �T���4�-�3�0���
���3�4�$�����$
�0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$���Ž ���1�3J1 2 f JX ; JY g�Ž �1�& ���"�������3 �:���$�����1�3���$�1 �����$�� �j���
���3�4�$�� �8�����0 �?�:����
�\���9���" ���0�����"�3���$�Ž ������ �������&�
�� �����$�$ �!�����$�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �#�����0 ���1�3�• �R�8�0 ������ �[�&�#�����$���3���&�$
�����$���0 �k�
�����0�4�$���1�#���3�0���; �#���3 �����0 �]���3�0���;JD �����"�3 �������1 �������$�1�&�•

�R�8�0 ������ �[�&�#�����$���3���&�$ �?�:�������0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ �t�u� �&�����0 ���$���"�&�� �u�t� �1�&�:���� ������ �[�&�#�ª
�����$���3���&�$ �?�:�������0 �k�
�����0�4�$���1�#���3�0���?���$ �u� �t � �#���3 �4�$�3���0�1�
���������"���
�����# �H�4�
���1�3�������$ ���1�3 �������$�ª
�1�& �!�����$�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$���•

�R�8�0 ������ �0���1�3�"���
�����$ ���
���3�?�����$ �]���3�0���?���$ �"�	�1�1�3 �1���
�� �����$ �k�
�����#�� ���$���������$�Ž �#���3 �����# �!�&�$�ª
�1�3�0�4�!�3���9 �����$�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� ���$�������������$ �:���0�����$ �!���$�$�Ž ������ �����?�8���"���
��M �����$�� �j���
���3�4�$��
���1�3�‘ �K�� ������ �[�&�#�����$���3���&�$���$ �t�t� �4�$�� �t� �t � ������ ���"�����
���� �]���3�0���; ���0���������$�Ž ���?�:�• ���$���"�&�� �Ù�8�0
�u�u� �4�$�� �u� �u� �Ž �!���$�$ ���4�� ������ �]���3�0���;�ª�[�&�#�����$���3���&�$���$ �u+ �u� �Ž �u� �u+ �Ž �t+ �t � �4�$�� �t� �t+

�9���0�?���
���3���3 �:���0�����$�• �K���� �9���0���"���������$�����$ �r�����0�?�����$ �1���$�� ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�» �:���� ���&�"���3 �����0�ª
�����1�3���"�"�3�‘ �K���� �����1�3�0���
�����"�3�� �\���$���� �?�������3 ������ ���&�#���$���$�3�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$���Ž ������ �9���0�3���!���"���$ ���?�:�•
���&�0���?�&�$�3���"���$ �\���$�����$ ������ �0���1�3�"���
�����$ �"�	�$�����$���0�����"�3���$�����$ �j���
���3�4�$�����$�Ž ������ �?�4 �����$���0 �?�:�����ª
�����
�����$ �w���0�"�����4�$�� �#���3 �u �4�$�� �u� ���?�:�• �t �4�$�� �t� �������+�0���$�• �K�����1 �"�	�1�1�3 �1���
�� �����$�	�0 �����1�
���0�����ª
�����$�Ž ���$�����# �Ù�8�0 �����$ ���0�1�3���$ �i�4�����0���$�3���$ �u �#���30�Ž �u� �#���31 �!�&�������0�3 �:���0���• �R�8�0 �����$���$ �s���$�ª
�!���"0 � � � �

4 �Ž �����$ �����$�� �j���
���3�4�$��v � �#���3 �����0y1�ª�@�
���1�� �����"�����3�Ž �:�	���"�� �#���$ �Ù�8�00 � � �
arcsin1

2 = �
6 ������ �]���3�0���;J1 = JY �Ž �Ù�8�0�

6 � � � �
4 ������ �]���3�0���;J1 = J �

Y �• �K�����1�� �l�����"�4�$�� �!���$�$
�Ù�8�0 ������ �$���
�����&�"�����$�����$ �]���3�0���?���$ �#���3 �����0 ���"�����
�����$ �m�$�3���0�3�����"�4�$�� ���&�0�3�����1���3�?�3 �:���0�����$ �4�$��
�$�	�����0�3 �1�& ������ �j���
���3�4�$��v � ���$�•
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�@�������"���4�$�� �·�•�¼�•�U�$ ���ž�ª�
�ž �1���$�� ���0���� �j���
���3�4�$�����$ �����?�������3�Ž ������ ������ �����$���0 �w���0�"���ª
���4�$�� �9�&�$ �· �\���9���"�$ �#�+���"���
�� �1���$���• ���ž�ª�Ù�ž �?���������$ �?�:���� �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$�ª
���� �^�	�����0�4�$�����$ �4�$�� �����$�� ���;���!�3���Ž �������0 �$���
���3 �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$�� �w���0�"���ª
���4�$�� ���$ �j���
���3�4�$�� �����$���0 �K�������&�$���"���$�•

�M���$ �k�&�$�����0�����"�" ���1�3 �Ù�8�0� = �
4 �������������$�‘ �]���3J1 = JD �4�$�� ���$�1�
���"�����2���$�����0 �s�����"J i =

JY ; i � 2�Ž �����1 ������ �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� ���&�#���$���$�3 ���1�3�Ž �!���$�$ ������ �j���
���3�4�$�� ���;���!�3 �����0�����1�3���"�"�3
�:���0�����$�• �R�8�0 �������1�� �j���
���3�4�$�� �������3���3 �$�	�#�"���
�� �����0 �&�������� �@�$�1���3�? �����$ �^���
���3�����"�Ž �����1�1 �#���3�ª
�3���"�1J l = J �

Y �Žl � 1�Ž �&�����0J l = J �
X ������ �j���
���3�4�$��� = �

4 �"���������"���
�� ���$�����$�	�����0�3 �:���0���Ž �9���"�•
���4�
�� �@�������"���4�$�� �·�•�´�³�• �K���� �j���
���3�4�$�� �#���3 �����# �s���$�!���"� = �

4 �"�������3 ���$ �����$ �^�	�����0�4�$�����$
�#���3 �k�
�����0�4�$���1�#���3�0���?���$ �1�3���3�1 ���# �j���$�� �����1 �����:�����"�������$ �j���
���3�4�$���1�1�-���!�3�0�4�#�1�• �w�:���0 ���1�3
������ �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� ���# �R���"�"J1 = JD �$���
���3 �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$���Ž �1���� ���1�3 �������&�
���Ž �����1 ���4�� ������
�\�	�$�����Ž ���;���!�3 �������$�3���1�
�� �#���3 �����0 �����1�4�
���3���$ �j���
���3�4�$���Ž �9���"�• �H�����1�-�����" �·�•�´�¼�• �T�����0 ���������$ ���"�ª
�1�& �����:���1�1�� �U�$���&�0�#���3���&�$���$ �Ù�8�0 �������1�� �j���
���3�4�$�� �”�9���0�"�&�0���$�–�• �U�1�3 �����$�� �j���
���3�4�$��v � ���0�0�����
���3
�&�����0 �#���3 �����$���# �����:���1�1���$�Ž �����$�8�����$�� �!�"�����$���$ �R�����"���0 ���$�����$�	�����0�3�Ž �1�& �!���$�$ �#���3 �����0 ���$�3�ª
�1�-�0���
�����$�����$ �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9���$ �]���3�0���;J 2 J �����1 �K���3�����" ���$ �����$���# �s���9���"���3�ª�j���4�#
�����0�����1�3���"�"�3 �:���0�����$�• �K���� �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9�� �]���3�0���; ���1�3 �Ù�8�0 ������ �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �#���3 �t �4�$��
�t � �4�$�� �����$ �@�$�1���3�? �K�t�t�t: : : ������ �]���3�0���;JY �4�$�� ���$���"�&�� �Ù�8�0 �w���0�"�����4�$�����$ �#���3 �u �4�$�� �u�

�4�$�� �����$ �@�$�1���3�? �K�u�u�u: : : ������ �]���3�0���;JX �•
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�H�����1�-�����" �·�•�´�»�•

�k����V20 = V ' ;
M

M �#���3M = 210E2�• �K���� �w���0�"�����4�$�� �����0 �\���9���" �1���� �������������$ ���4�0�
�� ������ �R�&�0�#

M = J1J2J3J4JX N i �Ž �•�·�•�»�ž

�:�&������ ������ �]���3�0���;N i �1���
�� �����:�����"�1 ���$ �@�����	�$�������!�����3 �����0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ �9���0�	�$�����0�3�•
�U�$ �@�������"���4�$�� �·�•�¼ �1���$�� �Ù�8�0 �������1���1 �H�����1�-�����" ���0���� ���4�������$���$�����0���&�"�����$���� �j���
���3�4�$�����$ �����ª
�?�������3�Ž ���• ���• �Ž ������ �H���"�����0 �·�•�¼ ���ž�ª�
�ž �?���������$ ���0���� �j���
���3�4�$�����$�Ž ������ ���$ �����0 �����$�	�0���$ �[�&�������0�4�$��
���4�������$���$�����0���&�"�����$���� �w�����"���$ �����0�1�3���"�"���$�• �K���� �@�������"���4�$�����$ �·�•�¼ ���ž �4�$�� �Ù�ž�Ž �"���3�?�3���0�� �#���3JY

�1�3���3�3JX ���$ �"���3�?�3���0 �k�3���"�"���Ž �?���������$ �?�:���� �^�	�����0�4�$�����$ �Ù�8�0 ������ �K�������&�$���"���Ž ������ ���$ ���ž ���;���!�3 �#���3
�����0 ���&�#���$���$�3���$�Ž �������&�
�� �$���
���3 �0���
���3�4�$���1���0�����"�3���$�����$ �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �����0�����1�3���"�"�3 ���1�3�• �K����
�����:�����"�1 �:�����2���$ �H���0�����
���� �!���$�$�?�����
���$���$ �����$ �#���$���#���"���$ �l�0�	�����0 �����0 �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�ª
�3���$ck

�
 (J1 ��� J4 JX )

N i

�
�����1 �����:�����"�������$ �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9���$ �s���9���"���3�1 (J1 ��� J4 JX )

N i
�Ž ���?�:�• �Ù�8�0

�Ù�ž ���1�3 ������ �Ù�8�$�Ù�3�� �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���;JY �• �K���� �����$�	�0�� �[�&�������0�4�$�� ���"�"���0 �#�+���"���
�����$ �j���
���3�4�$�ª
�����$ �#���3 �9�����0 �w���0�"�������1�
���0���3�3���$ ���1�3 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�³ �����?�������3 �4�$�� ���"�"�4�1�3�0�����0�3 �����#���3 ������
�S���$���4�����!�����3 �����0 �j���
���3�4�$���1�:�����" �$���
�� �9�����0 �s���9���"���3�ª�\���9���"�$�•

�K�� ������ �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9���$ �@�$�3�����"�� ���$ �������1���# �H�����1�-�����" �1���
�� ���# �Ù�8�$�Ù�3���$ �w���0�"�������1�
���0���3�3
�€�$�����$�Ž �����1�3�����3 �����0 ���$�3�1�-�0���
�����$���� �s���9���"���3�ª�j���4�#W (J1 ��� J4 JX )

N i
���4�1 �����$���# �w�:�����4�$���ª

���0�����2�����1�3���" �����0 �4�0�1�-�0�8�$���"���
�����$ �]���$���� ���$ �l�0���$�1�"���3���$ ���$V ' ;
M

M �• �K�����1 �����"�3 �������$�1�& �Ù�8�0 �����$
�j���4�# �����0 �l�0���$�1�"���3��V (J1 ��� J4 JX )

N i
�����0 �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$ ���# �Ù�8�$�Ù�3���$ �\���9���"�•

�H�����1�-�����" �·�•�´�¼�•
�K���0 �H�&�;�ª�k�-�"���$��B � �#���3 �����0 �]���3�0���;� = �

8

�
8 0 1 0 � 1
0 8 0 1 1

�
�Ž �����0 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�´ ���ž �����0�����ª

�1�3���"�"�3 ���1�3�Ž �1���� ���4�� �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$2� PS(M ) �#���3M = 210E2 ���������3���1�3���3�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$
B � �����1���3�?�3 ���$ �����$ �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�����$ ���0���3�3���0 �`�0���$�4�$�� ���$x�ª �4�$��y�ª�j���
���3�4�$�� �����:�����"�1
�¹ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�"���$�����$ �1�&�:���� ���$ �����0 �K�������&�$���"���$v1 = (1 ; 1)T ���$ �����0 �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$��
�9�����0�3���0 �`�0���$�4�$���• �]���3 �����0 �S�"�����
���4�$�� �•�µ�•�¸�ž �!�+�$�$���$ �������1�� �@���3���1�3�:���0�3�� ���$ ������ �l�0���$�1�"���3��
�����$���0 �����"�������������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$ �����?�8���"���
��M �Ž ������ �����$���$ �R�4�$�����#���$�3���"���$�3���0�-�&�ª
�"���$�3���$ �����1���3�?�3�Ž �4�#�����0���
���$���3 �:���0�����$ �4�$�� ���1 ���$�3�1�3�����3 ������ �R�4�$�!�3���&�$f M 2 V20 = VM

�����$���0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f Jkgk> 0; f Vj gj � 0

�
�• �R�8�0 ������ �w���0�"�����4�$�����$M = JX N X �4�$��

M = JD N D �9���0���"�����
�����$ ������ �@�������"���4�$�����$ �·�•�´�´ ���ž�ª���ž �����$ �K���0���
���"���3�ª�R���"�"g = B0�Ž �����1�1���$
�j�	�4�#�� �#���3W1; V1 �����?�����
���$���3 �1�������$�Ž �#���3 �����# ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �s���9���"���3 �����ª
�1�����0���$�� ���4��g = B � �Ž� = 1

10(1; 1)T �Ž �����1�1���$ �j�	�4�#�� �#���3W2; V2 �����?�����
���$���3 �1�������$�•

�U�# �s���9���"���3�ª�j���4�#W 1
N D

�"�������3 �����$ �@�$�3�����" �����0 �R�4�$�!�3���&�$f M �Ž �����0 �����:�����"�1 ������ �K�������&�$���"���$
���"�1 �j���
���3�4�$�����$ �����9�&�0�?�4���3�• �K�������� �"���������$ �Ù�8�0 �����$ �K���0���
���"���3�ª�R���"�"� = 0 �1�	�#�3�"���
���� �R�&�4�ª
�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$c(0;y)T (f M ) �4�$��c(x;0)T (f M )�Žx; y 2 f� 29; � 29 + 1; : : : ; 29 � 1g�Ž ���#
�j���4�# V 1

N D
�• �K�������0 �3�0���3���$ ������ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$ �����0 �K�������&�$���"���$ �!�"���0 �����0�9�&�0�• �R�8�0 �����$

�´�´�³
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�•�•
: : :

�•
�u�u�u�u+

�• �u�u�u�u�• �u�u�u�u��•
�u�u�u� �u

�•

�u�u�u� �u�

�•

�u�u� �u�u

�•

: : :

�•

: : :

�•

�u� �u� �u� �u

�•

�u� �u� �u� �u�

�•

�K�u�u�u

�•

�t � �t � �t � �t �

�@�������"���4�$�� �·�•�´�³�•�@�"�"�� �j���
���3�4�$�����$�Ž ������ ���$ �����$���0 �w���0�"�����4�$�� �#���3�3���"�1 �u �4�$�� �u�

���?�:�• �t �4�$�� �t� �$���
�� �9�����0 �\���9���"�$ ���$�3�1�3�������$�• �K�������� �!���$�$ �����$�	�0 ���$ ����
�?�:���� �]���3�0���?���$ �”�����?�	���"�3�– �:���0�����$�• �K���� �����1�3�0���
�����"�3���$ �\���$�����$ �1���$�� ������
�j���
���3�4�$�����$ ���4�1 �@�������"���4�$�� �·�•�¼�•

�´�´�´



�† �,�g�Q�N�\�Z�\�Y�G�i�g�Q�h�B�P�G �(�\�X�s�Z�\�Y�G

���•�K���0 �H�&�;�ª�k�-�"���$��B � �•

���•g1
N X

2 W 1
N X

�Ž� = 0�• �
�•g1
N D

2 W 1
N D

�Ž� = 0�•

���•g2
N X

2 W 2
N X

�Ž� = 1
10(1; 1)T �• ���•g2

N D
2 W 2

N D
�Ž� = 1

10(1; 1)T �•

�@�������"���4�$�� �·�•�´�´�•�K���0 �H�&�;�ª�k�-�"���$��B � ���4�1 �H�����1�-�����" �·�•�´�¼ ���1�3 ���$ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�• �K����
�@�������"���4�$�����$ ���ž �4�$�� �
�ž �?���������$ �����:�����"�1 �����$ �s���9���"���3�ª�@�$�3�����" �����0 �K���0���
���ª
�"���3�ª�s���9���"���3�1 �Ž ���ž �4�$�� ���ž ���# �r���0���"�����
�� �����?�4 ������ �s���9���"���3�ª�@�$�3�����"�� �����?�8���ª
�"���
�� �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �s���9���"���3�1�•

�´�´�µ



�†�¡�† �*�Q�B�P�i�k�Z�N�h�h�G�X�G�W�i�Q�p�G �4�9�p�G�X�G�i�h

���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�R���"�" �"���������$ �����$������ �����0 �������$ �����$���$�$�3���$ �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���# �s���9���"���3�ª
�j���4�# W2

N D
�Ž �1�& �����1�1 ���&�0�3 ������ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$ �����0 �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�� �9�����0�3���0 �`�0���ª

�$�4�$�� ���4�0�
�� �����������$�������$ �����0 ���0���3�3���$ �`�0���$�4�$�� ���$�3�"���$�� �����0 �@�
���1���$ �8�����0�"�������0�3 �:���0�����$�• �K��
�������1�� ���$ �����0���0 �@�4�1�-�0�	���4�$�� �4�# �����$ �R���!�3�&�010���0�+�2���0 �1���$���Ž �1���$�� ������ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$
�&�0�3���&���&�$���" �?�4�0 �K�������&�$���"���$ ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�´ ���ž �$���
���3 �?�4 �1�������$�•

�R�8�0 ������ �w���0�"�����4�$��M = JX N X �:���0�� ���$ �����$ �@�������"���4�$�����$ �·�•�´�´ ���ž �4�$�� ���ž �����4�3�"���
���Ž �����1�1
������ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$ �����0 �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�� ���0���3�3���0 �`�0���$�4�$�� ���# �R���"�" �����1 ���� �"�� �r���"�ª
�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �s���9���"���3�1 (JX )

N X
�#���3� = 1

10(1; 1)T �!�"���0���0 �����0�9�&�0�3�0���3���$ �1�&�:�&���" ���$
�����0 �@�4�1�-�0�	���4�$�� �����0 �[�&���Þ�?�����$�3���$ ���"�1 ���4�
�� ���$ �����0 �\�&�!���"���1�����0�4�$���•

�m�# �#���3 �����$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l;n

M l
�[���$�3���$ �����0�?�4�ª

�1�3���"�"���$�Ž ������ �&�0�3���&���&�$���" �?�4 �����$���0 �����0 �K�������&�$���"���$ �"���������$�Ž �1�������$ ������ �]���3�0���?���$ ���$J 1;n �Žn �
2�Ž �1�& �����:�	���"�3�Ž �����1�1 ���# �"���3�?�3���$ �k�
���0���3�3 ������ �K�������&�$���"�� ������ ���&�#���$���$�3�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �����1
�s���9���"���3�ª�j���4�#���1W J 1;n

M 0
���1�3�• �K�����1 ���$�3�1�-�0���
���3 �����0 �s�����" �����0 �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0���$ ���"�1J 1;5 =�

JD ; JY ; JY ; JY ; JX
�

�4�$��J 0
1;5 = ( JD ; JX ; JX ; JX ; JY )�• �K���� �@�$�3�����"�� �9�&�$f M �Ž ������ ���$ �����0

�w���0�"�����4�$�� �8�����0 �������1�� �Ù�8�$�� �s���9���"���3�ª�\���9���" ���$W J 1;5

N i
���?�:�• �Ù�8�0 ������ �?�:�����3�� �w���0�"�����4�$�� ���$

W
J 0

1;5

N 0
i

�"���������$�Ž �1���$�� ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�µ �����0�����1�3���"�"�3�• �U�$ �@�������"���4�$�� ���ž �1���$�� �������1 ���;���!�3 ������

�[���$�3���$�Ž ������ ���# �H�&�;�ª�k�-�"���$��B � �&�0�3���&���&�$���" �?�4�0 �K�������&�$���"���$v1 = (1 ; 1)T ���$ �����0 ������ �j���
���ª
�3�4�$���1�����"�����3�4�$�� �9�����0�3���0 �`�0���$�4�$�� �9�&�0�"���������$�• �K���� �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$ �������1���0 �j���
���3�4�$���1�ª
�����"�����3�4�$�� �&�0�3���&���&�$���" �?�4�0 �j���
���3�4�$��v1 �3�0���3���$ ���$ �������1���# �s���9���"���3�ª�j���4�# �1�& �����4�3�"���
�� �����0�ª
�9�&�0�Ž ���� ���$ �j���
���3�4�$��v1 ������ �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�� �����1 �s���9���"���3�1 �"�������3�• �K���1
�R�0���/�4���$�?�1�-���!�3�0�4�#�Ž �:���"�
�����1 ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�¶ ���ž �����0�����1�3���"�"�3 ���1�3�Ž �9���0�����4�3�"���
���3 �������1�� �j���
���ª
�3�4�$���1�-�0�	�����0���$�?�• �K�������� �1���$�� �������0�Ž ���$���"�&�� �?�4 �9�&�0�������$ �k�!���?�?���$ �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª
���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$ �$�������$ �����# �j���$�� �����1 �l�0�	�����0�1 �1�&�:�&���" ������ �#���3�3�"���0�� �\���ª
�$���� �����1 �g�<�0���#�������$�1�3�4�#�-�����1 ���"�1 ���4�
�� �����0 �H���0�����
�� ���"�1 �����-�4�$�!�3���3�� �\���$���� �����$�����?�����
���$���3�Ž
���$�$���0�����"�� �����1�1���$ ������ �H���3�0�	����jck

�
 J 1;5

N i
)j �!�&�$�1�3���$�3 �1���$���•

�`�0�3���&���&�$���" �����?�4 �"���������$�Ž ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�µ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�Ž �!�����$�� �S���0�������$ �1�&�$�����0�$ �"���ª
�������"���
�� �g�4�$�!�3���Ž ���$ �����$���$ ������ �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�����$ �9�����0�3���0 �`�0���$�4�$�� �m�$�1�3���3�����!�����3�1�ª
�1�3���"�"���$ �����1���3�?���$�• �K�����1�� �g�4�$�!�3�� �1���$�� �������$�3���1�
�� �#���3 �����$ �M�$���-�4�$�!�3���$ ���"�"���0 �m�$�1�3���3�����!�����3�1�ª
�����0�������$ �����0 ���0���3�3���$ �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�����$ �����1 �H�&�;�ª�k�-�"���$���1B � �• �K���0 �l�0�	�����0 �����0 �R�&�4�ª

�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����1 �?�4 �������1���# �j���4�# �������+�0���$�����$ �s���9���"���3�1 
J 0

1;5

N 0
i

���1�3 ���$ �@�������"���4�$��

�·�•�´�¶ ���ž �����0�����1�3���"�"�3�• �K���0 �����?�4�������+�0������ �s���9���"���3�ª�j���4�#W
J 0

1;5

N 0
i

���1�3 �0���
���3�4�$���1�1���$�1���3���9 �����ª

�?�8���"���
�� �����0 �K�������&�$���"���$v2 = (1 ; � 1)T �• �@�$ �����$ �S�0�+�2���$�&�0���$�4�$�����$ �:���0�� �����4�3�"���
���Ž �����1�1
������ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$�Ž ������ ���$ �������1���# �s���9���"���3�ª�j���4�# �����0�����1�3���"�"�3 �1���$���Ž ���$ �����$���0 ���+�����ª
�0���$ �@���"�����3�4�$�� �"���������$ ���"�1 ������ �m�$�1�3���3�����!�����3�1�"���$�����$ ���$�3�"���$�� �����0 ���0�1�3���$ �K�������&�$���"���$v1�•

�´�´�¶
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���•�@�$�3�����" �9�&�$B � ���$W J 1; 5

N i ���•�@�$�3�����" �9�&�$B � ���$W
J 0

1; 5

N 0
i

�@�������"���4�$�� �·�•�´�µ�•�K���� �s���9���"���3�ª�@�$�3�����"�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$B � ���4�1 �H�����1�-�����" �·�•�´�¼�Ž ������
�$���
�� �¸ �w���0�"�������1�
���0���3�3���$ �����:�����"�1 �����$�� �����0 �K�������&�$���"���$�Žv1 = (1 ; 1)T ���$ ���ž
�4�$��v2 = (1 ; � 1)T ���$ ���ž ���"�1 ���&�#���$���$�3�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$�����$ �����1���3�?���$�• �M�1
�:���0�����$ �����#���3 �����:�����"�1 �[���$�3���$ �����3���!�3�����0�3�Ž ������ �&�0�3���&���&�$���" �����?�4 �"���������$�•

�•�•
� 28

�•
28

�•

� 28

�•

28

�•

k2

�• k1�•

M
�
� 1

2 ; 1
2

� 2

�•

v 1

���•suppck

�
 J 1; 5

N i

�

�•�•
� 28

�•
28

�•

� 28

�•

28

�•

k2

�• k1�•

M
�
� 1

2 ; 1
2

� 2

�•

v 2

���•suppck

�
 

J 0
1 ; 5

N 0
i

�

�@�������"���4�$�� �·�•�´�¶�•�R�0���/�4���$�?�1�-���!�3�0���$ �����0 �s���9���"���3�1�Ž ������ �$���
�� �Ù�8�$�� �w���0�"�������ª
�1�
���0���3�3���$ �Ù�8�0 �����:���1�1�� �k�!���"�����0�4�$���1�#���3�0���?���$J l ���$�3�1�3�������$�Ž �4�$�� �:���"�ª
�
���� ������ �K�������&�$���"���$v1; v2 �:���� ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�´�µ ���"�1 �����$�� �:���1���$�3�"���ª
�
���� �j���
���3�4�$�� ���$�3�����"�3���$�• �K���� �K���0�1�3���"�"�4�$�� ���&�"���3 �����# �k�
�����#�� ���4�1 �@�������"�ª
���4�$�� �·�•�µ �
�ž�‘ �K���� �����1�3�0���
�����"�3���$ �\���$�����$ ���������$ ������ �S�0���$�?���$ �����1 �l�0�	�����0�1
���$�Ž ���$�$���0�����"�� �����1 �����-�4�$�!�3���3���$ �H���0�����
���1 �1���$�� ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�ª
�3���$ �!�&�$�1�3���$�3�•

�´�´�·
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�•�• x�•

y

�•
�
2

�•
�

�•�•

1
2

�•

1

�•

7
8

�

�•

1
8

f 00( x )

�•

f ( x )

�•
1
8

f 0( x )

���•f (x)�Ž18 f 0(x) �4�$��18 f 00(x)�•
���•�K���� �0���������"�� �R�4�$�!�3���&�$F (x)�•

�@�������"���4�$�� �·�•�´�·�•�K���� �R�4�$�!�3���&�$f (x) ���4�1 �H�����1�-�����" �·�•�µ�³ �4�$�� �����0�� ���0�1�3���$ �����������$
�@���"�����3�4�$�����$�Ž ���� �4�#1

8 �1�!���"�����0�3�Ž �1���$�� ���$ ���ž �����?�������3�• �M�1 �3�0���3�3 �����$�� �m�$�1�3���ª
�3�����!�����3�1�1�3���"�"�� ���$ �����0 �?�:�����3���$ �@���"�����3�4�$�� ���4���• �@�"�1 �0���������"�� �R�4�$�!�3���&�$ ���$�3�ª
�1�3�����3 ������ �R�4�$�!�3���&�$F (x) ���4�� �����# �l�&�0�4�1T2 ���$ ���ž�•

�H�����1�-�����" �·�•�µ�³�•
�S�����������$ �1���� ������ �1�3���3���� �����ê���0���$�?�����0�����0�� �R�4�$�!�3���&�$f : R ! R �#���3

f (x) =

( �
8x
7� + 1

� 2�
8x
7� � 1

� 2
; �����"�"�1x 2

�
0; 7�

8

�
;

0 �1�&�$�1�3�•

�K��suppf � [0; � )�Ž �����"�3 �Ù�8�0 ������ �0���������"�� �R�4�$�!�3���&�$F : R2 ! R �#���3F (x) := f (kxk); x 2
R2�Ž �����1�1 �����0���$ �l�0�	�����0suppF � (� �; � )2 ���0�Ù�8�"�"�3�Ž �9���"�• �@�������"���4�$�� �·�•�´�·�• �K��f ���$ �����0 �?�:�����ª
�3���$ �@���"�����3�4�$�� �����$�� �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"�� ������x = 7

8� �����3�Ž �����1���3�?�3F �����:�����"�1 �m�$�1�3���3�����!�����3�1�ª
�1�3���"�"���$ ���$ �����$ �j���
���3�4�$���1�����"�����3�4�$�����$ �?�:�����3���0 �`�0���$�4�$���Ž �4�$�� �?�:���0 ���4�� �����# �[�0�����1 �#���3
�j�������4�1r = 7

8� �Ž ���$ ���"�"�� �j���
���3�4�$�����$ ���4�2���0 �����$ �l���$�����$�3���$�Ž ������ ���# �[�0�����1 �"���������$�•

�]���3 �����0 �]���3�0���;M = 210E2 ���4�1 �����$ �H�����1�-�����"���$ �·�•�´�» �4�$�� �·�•�´�¼ �1����F �:���� ������ �R�4�$�!�3���&�$
���4�1 �����# �?�:�����3���$ �H�����1�-�����" ���4�� �����$ �]�4�1�3���0�-�4�$�!�3���$2� PS(M ) ���$�3���0�-�&�"�����0�3 �4�$�� �#���3 �����$
�K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ ���4�1 �����# ���0�1�3���$ �H�����1�-�����" �?���0�"�����3�Ž ������ ���$ �@�������"���4�$�� �·�•�¼ ���ž�ª�
�ž �����0�ª
�����1�3���"�"�3 �1���$���• �K���� �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ ���0�?���4���3 ���������� �����:�����"�1 �����$�� ���&�#���$���$�3�� �T���4�-�3�0���
���3�4�$��
v � �Ù�8�0 �����$ �s���9���"���3�ª�j���4�#�Ž ������ ���$ �����$ �������$ �����$���$�$�3���$ ���0���� �@�������"���4�$�����$ �����$�����3�0�������$
�1���$���• �K���0 ���$�3�1�-�0���
�����$���� �s���9���"���3�ª�@�$�3�����" �9�&�$F ���1�3 ���$ �����$ �@�������"���4�$�����$ �·�•�´�¸ ���ž�ª�
�ž �����0�ª
�����1�3���"�"�3�• �@�4�
�� ���&�0�3 ���1�3 ������ ���&�#���$���$�3�� �j���
���3�4�$�� �����1 �����?�4�������+�0�������$ �s���9���"���3�ª�j���4�#���1
�����$�����3�0�������$�• �K���� �?�:���� �j���
���3�4�$�����$ �����0 ���$�����0���$ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#�� �������$���$ ���$ �������1���$ �@���ª
�����"���4�$�����$ ���"�1 �j�������0���$�?�• �K���� �m�$�1�3���3�����!�����3�1�1�3���"�"���$ ���4�� �����# �[�0�����1 ���$ �����$ �j���
���3�4�$���1�����"�����ª
�3�4�$�����$ �?�:�����3���0 �`�0���$�4�$�� �1���$�� �&�0�3���&���&�$���" �?�4�0 �����:�����"�������$ �j���
���3�4�$��v � ���$ �����$ ���$�3�1�-�0���ª

�´�´�¸
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�•�•
���•�u�u� �u�u�t�Ž �9���"�• �·�•�¼ ���ž�•

�•�•
���•�u�u� �u�u� �t�Ž �9���"�• �·�•�¼ ���ž�•

�•�•
�
�•�u�u� �u� �u�t�Ž �9���"�• �·�•�¼ �
�ž�•

�@�������"���4�$�� �·�•�´�¸�•�s���9���"���3�ª�@�$�3�����"�� �����0 �R�4�$�!�3���&�$F ���4�1 �H�����1�-�����" �·�•�µ�³ �����?�8���ª
�"���
�� ���0�������0 �9���0�1�
�����������$���0 �0���
���3�4�$���1�&�0�����$�3�����0�3���0 �w���0�"�����4�$�����$�• �K���� �����ª
�:�����"�1 �����0�����1�3���"�"�3�� �j���
���3�4�$�� ���1�3 �����1�3�0���
�����"�3�Ž ������ ���$�����0���$ �H���������$ �1���$��
���"�1 �j�������0���$�? ���$ ���0���4 �����$�����3�0�������$�• �K���� �j���
���3�4�$���1�-�0�	�����0���$�? �:���0�� ���#
�r���0���"�����
�� �?�4 �����$ �1�
�����#���3���1�
�����$ �K���0�1�3���"�"�4�$�����$ �����0 �@�������"���4�$�����$
�·�•�¼ ���ž�ª�
�ž �����4�3�"���
���•

�
�����$�����$ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#���$ �?�4 �1�������$�• �K���� �S�0���$�?���$ �����0 �����3���!�3�����0�3���$ �j���
���3�4�$�����$ �����"�����$
������ ���&�#���$���$�3���$ �j���
���3�4�$�����$ �����0 ���$ �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �����$���
�������0�3���$ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#���Ž
���• ���• ������ ���$ �����0 �����$�	�0���$ �w�	���"�:�����1�� �9�&�# �9�&�0�����0���������$�����$ �4�$�� �$���
�����&�"�����$�����$ �]���3�0���;�ª
�r���!�3�&�0 ���0�?���4���3���$ �s���9���"���3�ª�j�	�4�#���•

�·�•�¸ �@�����	�$�������!�����3�1�3�������� �����0 �k�!���"�����0�4�$���1�0�	�4�#��

�K���� ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
���4�1 �K���€�$���3���&�$ �·�•�¹ �8�����0�ª

�3�0�������$ ������ �����$�����#���$�1���&�$���"���$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�]���3�3���"' T
N ; ' S

M ���4�1 �•�·�•�´�ž �$���
���3 �$�4�0 ���$�1
�]�����0�����#���$�1���&�$���"���Ž �1�&�$�����0�$ �������3���$ �������$�1�& �����$�� �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$ �Ù�8�0 �����$ �R���"�"2S

M + T
N > 1

2�•
�@�"�"���0�����$���1 �����1���3�?���$ ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ck(' T

N ) �����$�$ �����$���$ �l�0�	�����0�Ž �����0 ���4�1 ���0����
�$���
���3 �?�4�1���#�#���$���	�$�����$�����$ �U�$�3���0�9���"�"���$ �����1�3�����3 �4�$�� ������ �R�4�$�!�3���&�$' T

N ���	�$���3 ���$ �������1���#
�R���"�" �?�4�1�	�3�?�"���
�� �9�&�$S �����• �K�����1�� �@�����	�$�������!�����3 ���1�3 �$���
���3 �9�&�0�����$�����$�Ž �����"�"�1 ������ ���$ �@���1�
���$���3�3
�·�•�´ �����$���$�$�3�� �m�$���"�����
���4�$�� �•�·�•�µ�ž �����"�3�• �K���� �R�4�$�!�3���&�$' T

N ���	�$���3 �$���
�� �����0 �[�&�$�1�3�0�4�!�3���&�$
�������$�������1���1 �@���1�
���$���3�3���1 �:�������0 �9�&�# �g���0���#���3���0S �$�&�
�� �9�&�$ �����0 �����:�	���"�3���$ �K���"���3���3���&�$
J � 2 �����Ž ������ �?�4�1���#�#���$ ������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' S

M �����1 �$�	�
���1�3���0�+�2���0���$ �j���4�#���1 �����ª
�$���0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1�� �����"�����$�•

�K�����1���0 �@���1�
���$���3�3 �1�3���"�"�3 �����$ �[�0���3���0���4�# �9�&�0�Ž �����1 ���$���"�&�� �?�4�0 �m�$���"�����
���4�$�� �•�·�•�µ�ž ������ �@���ª
���	�$�������!�����3 �����0 �����$�?���"�$���$ �\���9���"' J l +1 ;n

M l
�Ž' J l +2 ;n

M l +1
�Ž' J l +3 ;n

M l +2
�Ù�8�00 � l < n � 2 �4�$��n � 2

�?�4�����$���$�����0 �
�����0���!�3���0���1�����0�3�• �K���� �m�$�������	�$�������!�����3 �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���ª
�"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�Ž' J k +1 ;n

M k
�Žl < k �Ž ���1�3 ���$ �����# �k���$�$�� �����#�����$�3�Ž �����1�1 ������ �R�4�$�!�3���&�$

�´�´�¹
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' J l +1 ;n

M l
= ' J l +1 ;k

M l
���0�Ù�8�"�"�3 �4�$�� �1�&�#���3 �4�$�������	�$������ �9�&�$ �����0 �s�����" �����0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���ª

�?���$J j �Žj = k + 1; : : : ; n�Ž ���1�3�• �K�����1 �8�����0�3�0�	���3 �1���
�� �����0���!�3 ���4�� ������ �����?�4�������+�0�������$ �j�	�4�#��
V J l +1 ;n

M l
= V J l +1 ;k

M l
�4�$��V J k +1 ;n

M k
�����0 �l�0���$�1�"���3���•

�R�8�0 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g�#���3 �����$ �M�������$�1�
�����Ù�3���$�R�´�ž �4�$�� �R�µ�ž �Ù�8���0�3 �������1���0 �@���1�
���$���3�3 �����$�� �:�����ª
�3���0�� �M�������$�1�
�����Ù�3 �����?�8���"���
�� �����1 �l�0�	�����0�1 �����$�• �]���3 �����$���0 �R�4�$�!�3���&�$g�Ž ������ �������1�� ���0���� �M�������$�ª
�1�
�����Ù�3���$ �����1���3�?�3�Ž ���1�3 ���1 �#�+���"���
���Ž �����$�� �1�&�"�
���� �m�$�������	�$�������!�����3 �?�:���1�
�����$ �����$ ���� �"�� �r���"�ª
�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�4�$��' J l +3 ;n

M l +2
�Ž ���"�1�& �����$ �\���9���"�$l �4�$��

l +2 �Ž �?�4 ���0�0�����
�����$�• �K���#���3 �3�0���3�3 ���$�1�3���"�"�� �����0 �0���!�4�0�1���9���$ �K���€�$���3���&�$ ���4�0�
�� ������ �R�4�$�!�3���&�$���$
BJ l +1 ;n �����$�� �����1�
���"�&�1�1���$�� �R�&�0�# �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$

' J l +1 ;n

M l
�4�$�� �����$�� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f J lgl> 0; f Vj gj � 0

�
�!���$�$ ���4�� ���4�� �H���1���1 �����0 �����0���$

�����€�$�����0�3���$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�]���3�3���"' J
M ���$�������������$ �:���0�����$�•

�M�1 �1���� �Ù�8�0 �����$p 2
�
� 1

2; 1
2

� d
�����1 �S���������3
 d

p �����€�$�����0�3 ���4�0�
��


 d
p :=

d¡

j =1

h
�

1
2

� pj ;
1
2

+ pj

i

�4�$�� �9���0�!�8�0�?���$�� �����?�����
���$�� �Ù�8�0p 2
�
� 1

2; 1
2

�
�����1 �S���������3
 d

p = 
 d
p1�•

�\���#�#�� �·�•�µ�´�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g : Rd ! R�Ž �:���"�
���� ������ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �R�´�ž �4�$�� �R�µ�ž ���0�Ù�8�"�"�3
�#���3suppg � 
 d

p �4�$��0 � pi < 1
2; i = 1; : : : ; d�• �K���$�$ �����"�3

8x 2 
 d
� p : g(x) = 1 �•

���G�q�G�Q�h�¡�R�8�0x 2 
 d
� p �����"�3(x + Zd) \ 
 d

p = f xg�Ž �����$�$ �Ù�8�0 ���������1i 2 f 1; : : : ; dg �����"�3���$
x i + 1 > � 1

2 + pi + 1 = 1
2 + pi �4�$��x i � 1 < 1

2 � pi � 1 = � 1
2 � pi �• �K���� �@�4�1�1������ ���&�"���3

�����0���4�1 �#���3 �M�������$�1�
�����Ù�3 �R�µ�ž �9�&�$g�•

�R�8�0 �����$ �j���1�3 �������1���1 �@���1�
���$���3�3�1 �1����

g(x) =
dY

i =1

gi (x i ); suppgi � 
 1
pj

�Ù�8�0i = 1; : : : ; d�Ž �•�·�•�¼�ž

�:�&������gi : R ! R�Ži = 1; : : : ; d�Ž �R�4�$�!�3���&�$���$ �1���$���Ž �:���"�
���� ������ �M�������$�1�
�����Ù�3���$ �R�´�ž �4�$�� �R�µ�ž
�Ù�8�0 �����$ �R���"�"d = 1 ���0�Ù�8�"�"���$�•

�´�´�º



�† �,�g�Q�N�\�Z�\�Y�G�i�g�Q�h�B�P�G �(�\�X�s�Z�\�Y�G

�U�# �s�����3���0���$ �1���� �?�4�$�	�
���1�3 �����0 �R���"�"d = 2 �#���3 �����$ �]���3�0���?���$J l 2 f JX ; JY ; JD g �����3�0���
���ª
�3���3�• �K���?�4 �1���$�� ���$ �����$ ���&�"�����$�����$ �?�:���� �\���#�#���3�� �?�:���� �3���
���$���1�
���� �r�&�0�8�����0�"�����4�$�����$ ���&�0�ª
�#�4�"�����0�3�•

�\���#�#�� �·�•�µ�µ�•
�R�8�0J 2 f JX ; JY g �4�$�� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g : R2 ! C �9�&�$ �����0 �R�&�0�# �•�·�•�¼�ž �#���3suppg � 
 2

p

�4�$��0 � p � 1
6 �����"�3

� J (g; g) = g�•

���G�q�G�Q�h�¡�K���0 �H���:�����1 �1���� �������0 �Ù�8�0J = JX �����Ù�8���0�3�Ž ���0 ���&�"���3 ���$���"�&�� �#���3 �9���0�3���4�1�
���3���$ �[�&�&�0�ª
�����$���3���$ �Ù�8�0J = JY �• �M�1 �����"�3suppg � 
 2

p�Žsuppg(J � T
X � ) � JT

X 
 2
p �4�$�� �Ù�8�0z = ( z1; z2)T 2

Z2 �#���3z1 = 0�Ž �����1�1z + 
 2
p \ JX 
 2

p 6= ; �Ù�8�00 � p < 1
2 �����$���4 �����$�$ �����"�3�Ž �:���$�$z2 2

f� 1; 0; 1g�•

�R�8�0z2 2 f� 1; 0; 1g ���1�3 ������ �@�4�1�1������8z1 2 Znf 0g : (JT
X z + 
 2

p) \ JX 
 2
p 6= ; �	�/�4���9���"���$�3

�?�4p � 1
6�Ž �����$�$ �Ù�8�0z1 > 0 �����"�3� 1

2 � p + 2z1 > 1 + 2p �����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$p < � 1
2 + 2z1

3 �•
�K�����1�� �m�$���"�����
���4�$�� ���&�"���3 �������$�1�& �Ù�8�0z1 < 0 �#���3 �����$ �����:�����"�1 ���$�����0���$ �U�$�3���0�9���"�"���0���$�?���$
1
2 + p + 2z1 �4�$��� 1 � 2p�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� �����"�3 �1�&�#���3 ���4�
��1

2 + p � 4
6 � 1 � 2p�•

�R�8�0x 2 
 2
(p;� p)T � JX 
 2

(p;� p)T ���1�3 �#���3 �����$ �9�&�0�����0�������$ �@�4�1�Ù�8���0�4�$�����$ �4�$�� �M�������$�1�
�����Ù�3

�R�µ�ž �����0 �R�4�$�!�3���&�$g

X

z2Z2

g(x + JT
X z) = g(x) = g(J � T

X x) = 1 �•

�R�8�0x 2 
 2
p�Žjx2j > 1

2 � p �4�#�����1�1�3 ������ �k�4�#�#�� �8�����0z �����$���$ �:�����3���0���$ �k�4�#�#���$�����$ ���4�2���0
z = 0�‘z2 = 1 �Ù�8�0x2 < � 1

2 + p ���?�:�•z2 = � 1 �Ù�8�0x2 > 1
2 + p�• �K�������� �3�0���3���$ ���&�"�����$���� �?�:����

�R�	�"�"�� ���4���‘

�K���� �k�4�#�#�� ���0�������3 �1���
�� ���# ���0�1�3���$ �R���"�" �Ù�8�0jx1j < 1
2 � p �:�������$ �M�������$�1�
�����Ù�3 �R�µ�ž �9�&�$g �?�4

1 �4�$�� ���1 �����"�3

� X

z2Z2

g(x + JT
X z)

�
g(J � T

X x) = g(J � T
X x) = g(x)�•

�K���� �"���3�?�3�� �S�"�����
���������3 �����"�3�Ž ���� ���4�1j x1
2 j � j x1j < 1

2 � p ���&�"���3�Ž �����1�1

g(J � T
X x) = g1( x1

2 )g2(x2) = g2(x2) = g1(x1)g2(x2) = g(x)�•
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�U�# �?�:�����3���$ �R���"�"�Ž �Ù�8�01
2 � p � j x1j � 1

2+ p�Ž ���0�������3 �1���
�� ������ �k�4�#�#�� �$���
���3 �?�41�Ž �����$�$ �9�&�$ �����$
4 �k�4�#�#���$�����$�Ž ������ �1���
�� ���# �l�0�	�����0 �9�&�$g �Ù�8�0 ������ �k�4�#�#���3���&�$ �$���
�� �M�������$�1�
�����Ù�3 �R�µ�ž �?�41
���0���������$�Ž �"���������$ ���4�����0�4�$�� �����0 �4�#JX �����1�3�0���
�!�3���$ �k�4�#�#���3���&�$ �$�4�0 �?�:���� �k�4�#�#���$�����$
���$�$���0�����"�� �9�&�$suppg(J � T

x � )�• �M�1 �����"�3

� X

z2Z2

g(x + JT
X z)

�
g(J � T

X x) = g1(x1)
�

g2(x2) + g2(x2 � 1)
�

g1

� x1

2

�
g2(x2)

= g1(x1)g2(x2) = g(x)�Ž

�:�&������ ������ �9�&�0�"���3�?�3�� �S�"�����
���������3 �����0���4�1 ���&�"���3�Ž �����1�1 �1���
�� ������ �k�4�#�#�� �����0g2�ª�R�4�$�!�3���&�$�1�ª
�:���0�3�� �?�41���0�������3 �4�$��g1 ���$ �����0 �k�3���"�"��x1

2 �:�������$
�
� x1

2

�
� � 1

4 + p
2 � 1

3 = 1
2 � 1

6 � 1
2 � p �������$�1�&

1 ���1�3�• �U�$�1�����1���#�3 ���&�"���3 �����#���3 �����1 �\���#�#�� �Ù�8�00 � p � 1
6�•

�\���#�#�� �·�•�µ�¶�•
�S�����������$ �1���� �Ù�8�00 � p � 1

6 �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g : R2 ! R �9�&�$ �����0 �R�&�0�# �•�·�•�¼�ž �#���3suppg �

 2

p �4�$��J 2 f JX ; JY ; JD g�• �K���$�$ �����"�3

� J
�
g;� JD (g; g)

�
= � J (g; g) �•�·�•�´�³�ž

�����$���4 �����$�$�Ž �:���$�$

� [

z2Zd


 2
p + JT z

�
\ JT 
 2

p � JT JT
D 
 2

� p�• �•�·�•�´�´�ž

���G�q�G�Q�h�¡�w�4 �H�������$�$ �����1 �H���:�����1���1 �1�������$ �����$������ �r�&�0�����#���0�!�4�$�����$ ���&�0�#�4�"�����0�3�• �K���� �R�4�$�!�ª
�3���&�$� J

�
g;� JD (g; g)

�
�"���4�3���3 ���4�1�����1�
���0���������$

� J
�
g;� JD (g; g)

�
=

� X

z2Zd

g(� + JT z)
�� X

y 2Zd

g(J � T � + JT
D y)

�
g(J � T

D J � T � )�•

�H�������� �k�4�#�#���$ �1���$�� �:�������$ �����1 �l�0�	�����0�1 �4�$�� �����0 �g�&�1���3���9���3�	�3 �9�&�$g �����1�&�"�4�3 �1�4�#�#�����0�ª
�����0 �4�$�� �1�&�#���3 �1���$�� ������ �k�4�#�#���$�����$ �9���0�3���4�1�
�������0�• �R�8�0 �k�4�#�#���$�����$ �����0 ���0�1�3���$ �k�4�#�#��
�!���$�$ ���4�2���0 �����0 �r���0�1�
���������4�$�� �4�#z �����$�� �s�����3���0�� �4�#JT

D y�Žy 2 Z2�Ž �����$�?�4�����Ù�8���3 �:���0�����$�Ž
���� �������1���0 �r���!�3�&�0 �����$�?�?�����"���� ���1�3�•
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�M�1 �����"�3 ���"�1�&

� J
�
g;� JD (g; g)

�
=

� X

y 2Zd

� X

z2Zd

g
�
� + JT (z + JT

D y)
� �

g
�
J � T (� + JT JT

D y)
�
�

� g(J � T
D J � T � )

=
� X

y 2Zd

� J
�
g; g

�
(� + JT JT

D y)
�

g(J � T
D J � T � )�•

�K���0 �k�4�#�#���$��y = 0 �����1���3�?�3 �:�������$suppg � 
 2
p �����$ �l�0�	�����0

[

z2Zd


 2
p + JT z�•

�M�1 �����"�3�� ������ �l�����"�#���$�����$�����?�������4�$�� �•�·�•�´�´�ž�• �@�$�����$�&�#�#���$ ���1 �������3 �����$y 6= 0�Ž �1�& �����1�1 �����0
�k�
���$���3�3

 
�

JT JT
D y +

[

z2Zd


 2
p + JT z

�
\ JT 
 2

p

!

\ JT JT
D 
 2

� p �•�·�•�´�µ�ž

�$���
���3 �"�����0 ���1�3�• �K���$�$ ���;���1�3�����0�3 �������&�
�� �����$ �g�4�$�!�3x 2 JT JT
D

�
y + 
 2

pn
 2
� p

�
�Ž �����0 ���$ �����#

�"���$�!���$ �k�
���$���3�3 ���$�3�����"�3���$ ���1�3�• �K�����1 ���1�3 �����$ �s�������0�1�-�0�4�
�� �?�4 �•�·�•�´�´�ž�• �K���0���4�1 ���&�"���3�Ž �����1�1 �1���
��
���4��JT JT

D 
 2
� p ������ �k�4�#�#�� �"���������"���
�� ���4�� �����$ �k�4�#�#���$�����$y = 0 �����1�
���0�	�$�!�3 �4�$�� �1�&�#���3

�����"�3 �Ù�8�0x 2 JT JT
D 
 2

� p ������ �S�"�����
���������3g(J � T
D J � T x) = 1 �• �M�1 ���&�"���3

� J (g; g)( � )g(J � T
D J � T � ) = � J (g; g)

�4�$�� �1�&�#���3 ���4�1 �•�·�•�´�´�ž ������ �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�´�³�ž�•

�M�1 �����"�3�� ������ �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�´�³�ž�• �K���$�$ �"���1�1���$ �1���
�� ������ �k�
���0���3�3�� ���4�1 �����# �9�&�0�������$ �@���1���3�?
���$ �4�#�����!�����0�3���0 �j���������$���&�"���� ���$�:���$�����$�‘ �K���� �S�"�����
���������3� J

�
g;� JD (g; g)

�
= � J (g; g) ���1�3

�	�/�4���9���"���$�3 �?�4� J (g; g)( � )g(J � T
D J � T � ) = � J (g; g)�Ž �Ù�8�0y 6= 0 ���0�������3 �1���
�� ���$ �S�"�����
���4�$��

�•�·�•�´�µ�ž ������ �"�����0�� �]���$���� �4�$�� �Ù�8�0y = 0 ���&�"���3 ���4�1 �����0 �S�"�����
���������3 �:�����3���0�Ž �����1�1 �Ù�8�0 ���"�"��

x 2

 
[

z; kzk1 � 1


 2
p + JT z

!

\ JT 
 2
p �����"�3g(J � T

D J � T x) = 1 �•

�U�$�1�����1���#�3 ���&�"���3 �����#���3 ������ �E�/�4���9���"���$�? �9�&�$ �•�·�•�´�³�ž �4�$�� �•�·�•�´�´�ž�•

�´�µ�³
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�l�����&�0���# �·�•�µ�·�•�m�$�������	�$�������!�����3 �����0 �k�!���"�����0�4�$���1�0�	�4�#���ž�•
�R�8�00 � p � 1

14 �1���� �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g : R2 ! R �9�&�$ �����0 �R�&�0�# �•�·�•�¼�ž �#���3suppg � 
 2
p

�������������$�• �k����M 0 2 Z2� 2 �����$�� �0�����4�"�	�0�� �]���3�0���; �4�$��J 1;n 2 f JX ; JY ; JD gn �Žn 2 N�Ž �����$
�]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0�• �R�8�0 ������ �����?�4�������+�0�������$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�ª
�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�Žl = 0; : : : ; n�Ž �����"�3���$ �����$�$ ���&�"�����$���� �@�4�1�1�������$�‘

���ž �U�1�3Jn 2 f JX ; JY g�Ž �1�& �����"�3 �Ù�8�0 ������ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$' J n;n

M n � 1
�?�4�# �\���9���"l = n � 1

' J n;n

M n � 1
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�@�������"���4�$�� �·�•�´�º�•�k�!���?�?�� �����0 �l�0�	�����0 ���0�������0 �1�4�!�?���1�1���9���0 �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�ª
�$���$ �Ù�8�0 �����$ �R���"�"�Ž �����1�1Jn� 1 = Jn = JD �4�$��p = 1

10 ���1�3�• �T�����0 ���1�3s = 0�•

�K���� �k�
�����0�4�$���1�#���3�0���?���$J �
Y ; J �

X �4�$�� ���$�����0�� ���<�������1�
���� �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���?���$ �!�+�$�$���$ ���4�1�ª
���������$�� �9�&�$ �������1���# �l�����&�0���# ���$ �����$���0 �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��

�
f J j gj> 0; f Vkgk� 0

�
�9���0�ª

�:���$�����3 �:���0�����$�Ž �����$�$ �3�0���3�3 �$�4�0 �����$�� ���$���"���
�� �"���$���� �R�&�"���� �������1���0 �]���3�0���?���$ ���4���Ž ���3�:�� ���$
�����$ �\���9���"�$l; l + 1; : : : ; k�Ž �1�& �:���0�� �����$���
�� ���$ �����$ �\���9���"�$k + 1; k + 2 �������1�� �@�����	�$�������!�����3
�:���������0 ���4�������"�+�1�3�• �k�& ���1�3 ���4�
�� �#���3 �������1���$ �]���3�0���?���$ �����$�� �k�
�����
���3���"�4�$�� �#�+���"���
���Ž ���$ �����0
�����$ �j���4�#V J l +1 ;n

M l
�$�4�0 �9�&�$ ���$���"���
�� �9�����"���$ �$���
�����&�"�����$�����$ �j�	�4�#���$ �������	�$���3�•

�U�# �T�+�����0�����#���$�1���&�$���"���$�Žd > 2�Ž �"�	�1�1�3 �1���
�� �����$�� �	���$�"���
���� �@�4�1�1������ �3�0���ê���$�‘ �k����J d ���"�1 ������
�]���$���� �����0 �]���3�0���?���$ �������������$�Ž ������ ���4�0�
��Jx i �Ži 2 f 1; : : : ; dg�Ž ���"�1 �k�!���"�����0�4�$�� �����0x i �ª�@�
���1��
�4�# �����$ �R���!�3�&�02 �&�����0 �#���3Jx i ;x j �Ži; j 2 f 1; : : : ; dg ���"�1 �j�&�3���3���&�$ �4�#�

4 ���$ �����0x i �ªx j �ª�M�����$��
�4�$�� �k�!���"�����0�4�$�� �������1���0 �M�����$�� �4�#

p
2 �����€�$�����0�3 �1���$���• �K���� �]���3�0���?���$Jx i ;x j �����"�����$ ���"�1�& ������

���+�����0�����#���$�1���&�$���"�� �r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� �9�&�$JD �Ž �����$�$ �������� �������1���0 �]���3�0���?���$ �����1�3�����3 ���$
�����0 �m�$�3���0�#���3�0���; �����?�&�����$ ���4�� ������ �k�-���"�3���$ �4�$�� �w�����"���$i; j ���4�1 �����0 �]���3�0���;JD �4�$�� ���1�3 ���$�ª
�����0�$�����"�"�1 �������$�3���1�
�� �?�4�0 �M���$�������3�1�#���3�0���;Ed�• �R�8�0 �������1�� �]���$���� ���$ �]���3�0���?���$ �1�3���"�"�3 �����1 ���&�"�ª
�����$���� �\���#�#�� �����$�� �#�����0�����#���$�1���&�$���"�� �r���0���"�"�����#�����$���0�4�$�� �����1 �l�����&�0���#�1 �·�•�µ�· �����0�•

�´�µ�¸



�† �,�g�Q�N�\�Z�\�Y�G�i�g�Q�h�B�P�G �(�\�X�s�Z�\�Y�G

�\���#�#�� �·�•�µ�¸�•
�k����d > 2 �4�$��0 � p � 1

14�Ž �����$�� �R�4�$�!�3���&�$g �9�&�$ �����0 �R�&�0�# �•�·�•�¼�ž �#���3suppg � 
 d
p �4�$�� �����$��

�0�����4�"�	�0�� �]���3�0���;M 0 2 Zd� d �������������$ �:���� ���$ �l�����&�0���# �·�•�µ�·�• �K���0 �r���!�3�&�0 �����0 �K���"���3���3���&�$�1�ª
�#���3�0���?���$J 1;n 2 J d

n �Žn 2 N�Ž ���0�Ù�8�"�"�� ������ �M�������$�1�
�����Ù�3

J l = Jx i ;x j ) J l � 1 2 f Jx i ; Jx j ; Jx i ;x j g; i; j 2 f 1; : : : ; dg; l = 2; : : : ; n�• �•�·�•�´�¶�ž

�K���$�$ �����"�3���$ �Ù�8�0 ������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$' J l +1 ;n

M l
�Žl =

0; : : : ; n�Ž ���&�"�����$���� �@�4�1�1�������$�‘

���ž �U�1�3Jn = Jx i �Ži 2 f 1; : : : ; dg�Ž �1�& �����"�3

' J n;n

M n � 1
= ' ;

M n � 1
�•

���ž �U�1�3Jn = Jx i ;x j �Ži; j 2 f 1; : : : ; dg�Ž �1�& �����"�3

' J n � 2;n

M n � 2
= ' J n � 1;n � 1

M n � 2
�•

�H���#���0�!�4�$�� �·�•�µ�¹�•
�K���� �M�������$�1�
�����Ù�3 �•�·�•�´�¶�ž ���1�3 �Ù�8�0 �����$ �R���"�"d = 2 �1�3���3�1 ���0�Ù�8�"�"�3�•

���G�q�G�Q�h �D�G�h ���G�Y�Y�9�h �†�¡�„�‡�¡�K���� �@�4�1�1������ ���ž ���&�"���3 ���$���"�&�� �?�4 �l�����&�0���# �·�•�µ�· ���ž�• �K���� �@�4�1�1������ ���ž
���&�"���3 �����0���4�1�Ž �����1�1 �#���3 �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�´�¶�ž ������ �@�0���4�#���$�3���3���&�$ ���4�1 �l�����&�0���# �·�•�µ�· ���ž ���4�� ������
x i �ªx j �ª�M�����$�� ���$�����:���$���3 �:���0���•

�l�����&�0���# �·�•�µ�· �4�$�� �\���#�#�� �·�•�µ�¸ �?���������$�Ž �����1�1 ������ �U�����$�3���3�	�3V J l +1 ;n

M l
= V J l +1 ;l +1

M l
�����"�3�Ž �����"�"�1

�����0 �]���3�0���;�ª�r���!�3�&�0J 1;n 2 J d
n ������ �@�4�1�1������ �•�·�•�´�¶�ž ���0�Ù�8�"�"�3 �4�$��g 2 
 d

p�Ž0 � p � 1
14�Ž

�9�&�$ �����0 �R�&�0�# �•�·�•�¼�ž ���1�3�• �U�$ �������1���# �R���"�" �����$�8���3 ���1�Ž ���+�
���1�3���$�1 �����$�� �$���
�����&�"�����$���� �K���"���3���ª
�3���&�$�1�#���3�0���;J l+1 �?�4 �!���$�$���$�Ž �4�# ������ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$
' J l +1 ;n

M l
= ' J l +1 ;l +1

M l
���$�?�4���������$�• �@�4�2���0�����# �8�����0�3�0�	���3 �1���
�� �������1�� �@�����	�$�������!�����3 �9�&�$ �$�4�0 �����ª

�$���0 �K���"���3���3���&�$�1�#���3�0���; �������$�1�& ���4�� ������ �����?�4�������+�0�������$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �s���ª
�9���"���3�1 J l +1 ;n

M l
=  J l +1 ;l +1

M l
�• �K�����1 �����1�1�3 ������ ���&�"�����$���� �K���€�$���3���&�$ �?�4�1���#�#���$�•

�´�µ�¹



�†�¡�‡ �æ�A�P�<�Z�N�Q�N�W�G�Q�i�h�i�Q�G�M�G �D�G�g �+�W�9�X�Q�G�g�k�Z�N�h�g�<�k�Y�G

�K���€�$���3���&�$ �·�•�µ�º�•
�k����g 2 
 n

p; 0 � p � 1
14�Ž �����$�� �R�4�$�!�3���&�$ �:���� ���$ �S�"�����
���4�$�� �•�·�•�¼�ž�ŽM 2 Zd� d �����$�� �0�����4�"�	�0��

�]���3�0���; �4�$��J 2 J d �������������$�• �K���� �•�#�����0�����#���$�1���&�$���"���$�ž�D�G �X�9 �3�9�X�X�H�G �(�\�k�h�h�Q�Z�²���Q�i�i�G�X' J
M

�1���$�� �����$�$ �������������$ ���4�0�
��

' J
M := ' (J)

M

�4�$�� �������D�G �X�9 �3�9�X�X�H�G �(�\�k�h�h�Q�Z�²�4�9�p�G�X�G�i�h J
M ���4�0�
��

 J
M :=  (J)

M �•

�K���� �#�����0�����#���$�1���&�$���"���$ ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�]���3�3���" �4�$�� �ª�s���9���"���3�1' J
M ;  J

M �����"�����$ �����ª
�$���$ �k�-���?�����"�����"�" �����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$ �k�!���"�����0�4�$���1���4�$�!�3���&�$���$ �4�$�� �s���9���"���3�1�•
�k���� ���0�Ù�8�"�"���$ �1�&�#���3 ������ �\���#�#���3�� �·�•�º �4�$�� �·�•�´�µ�• �U�$�1�����1�&�$�����0�� �����"�3���$ ������ �����������$ ���&�"�����$�����$
���;�-�"���?���3���$ �R�&�0�#���"�$ �Ù�8�0 ������ �R�&�4�0�����0�ª�[�&���Þ�?�����$�3���$ �����������0 �R�4�$�!�3���&�$���$�‘

�]���3 �����$ �����$�����4�3���� �������������$���$ �r���!�3�&�0���$v 2 P(JT )nf 0g �4�$��w 2 P(J)nf 0g �1�&�:����m =
j detM j �����"�3

ck (' J
M ) =

1
p

m
� J (g; g)(M � T k); k 2 Zd� d�Ž

�4�$��

ck ( J
M ) =

1
p

m
e� 2� ik T N � 1w � J

�
�l v

2�
g; g

�
(M � T k); k 2 Zd� d�•

�[�&�0�&�"�"���0 �·�•�µ�»�•
�S�����������$ �1���� �����$�� �R�&�"����f J lgl> 0 �9�&�$ �]���3�0���?���$J l 2 J d�Ž ������ �Ù�8�0 ���"�"��l 2 N ������ �M�������$�1�
�����Ù�3
�•�·�•�´�¶�ž ���0�Ù�8�"�"�3 �4�$�� �1�������$ �Ù�8�0l � 0 ������ �]���3�0���?���$M l �:���� ���$ �K���€�$���3���&�$ �´�•�µ�· �����?�����
���$���3�•
�K���$�$ �����"�����$ ������ �j�	�4�#��Vl = V J l +1

M l
�����0 ���� �"�� �r���"�"���� �g�&�4�1�1���$�ª�]���3�3���"' J l +1

M l
�Žl � 0�Ž �����$��

���<�������1�
���� �]�4�"�3���1�!���"���$�ª�@�$���"�<�1��
�
f J lgl> 0; f Vj gj � 0
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�•

�´�µ�º
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�Ÿ�´�  �\�• �@�4�1�"���$�����0�Ž �Z�•�j�• �Z�&���$�1�&�$�Ž �j�•�s�• �Z�&���$�1�&�$�Ž���9�h�i ���\�k�g�Q�G�g �i�g�9�Z�h�M�\�g�Y �9�X�N�\�g�Q�i�P�²
�Y�h �M�\�g �w�Q�Z�Q�i�G �9�A�G�X�Q�9�Z �N�g�\�k�e�h�Ž �l���
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�·�•�´�³ �@�"�"�� �#�+���"���
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���"���3�ª �4�$�� ���� �"�� �r���"�ª

�"���� �g�&�4�1�1���$�ª���0�3�������$�ª �s���9���"���3�1 �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �• �´�´�µ
�·�•�´�µ �R�8�$�� �w���0�"�������ª�k�
���0���3�3�� �?�4�0 �H���3�0���
���3�4�$�� �����0 �K�������&�$���"���$ �• �• �• �• �• �• �• �• �• �´�´�·
�·�•�´�¶ �R�0���/�4���$�?�1�-���!�3�0���$ �?�:�������0 �s���9���"���3�1�Ž ������ ���� �����$�� �K�������&�$���"�� �����9�&�0�?�4�����$ �• �´�´�·
�·�•�´�· �K���� �R�4�$�!�3���&�$���$f (x)�Žf 0(x)�Žf 00(x) �4�$��F (x) ���4�1 �H�����1�-�����" �·�•�µ�³ �• �• �• �• �• �• �´�´�¸
�·�•�´�¸ �K�0���� �s���9���"���3�ª�@�$�3�����"�� �9���0�1�
�����������$���0 �w���0�"�����4�$�����$ �9�&�$F (x) �• �• �• �• �• �• �• �´�´�¹
�·�•�´�¹ �R�0���/�4���$�?�ª�l�0�	�����0 ���0�������0 �1�4�!�?���1�1���9���0 �R�4�$�!�3���&�$���$ ���# �R���"�"p = 1

20 �• �• �• �• �• �´�µ�µ
�·�•�´�º �R�0���/�4���$�?�ª�l�0�	�����0 ���0�������0 �1�4�!�?���1�1���9���0 �R�4�$�!�3���&�$���$ ���# �S�0���$�?�����"�"p = 1
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